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第 一 章 数学 背景 


要 能 够 阅读 本 书 ， 需 要 有 比较 全 面 的 数学 基础 知识 。 许 多 不 
辣 的 数学 领域 将 在 不 同 的 章节 发 挥 它们 的 作用 。 代 数 自 然 是 最 重 
要 的 ,但 读者 还 必须 了 解 初等 数论 ,概率 论 的 一 些 事实 以 及 组 合 论 
中 的 者 干 概 念 ， 诸 如 设计 和 几何 。 以 下 各 节 我 们 将 扼要 介绍 一 些 
预备 知识 ， 我 们 通常 省 略 证 明 ， 想 看 证 明 的 读者 可 参阅 标准 教科 
蔬 。 在 某 些 章节 、 我 们 要 用 到 关于 一 类 不 太 为 人 熟知 的 正 交 多 项 
式 的 大 量 事实 ,这 类 正 交 多 项 式 叫 做 Krawtchouk 多 项 式 , 它 们 的 
性 质 将 在 $ 1.2 中 讨论 。 我 们 所 用 的 记号 都 是 很 规范 的 ,所 以 ， 在 
此 仅 提 几 个 不 十 分 熟知 的 。 若 C 是 一 个 有 限 集 , 我 们 用 ICI 表示 
C 中 元 素 之 个 数 ; ERRA B 是 概念 4 的 定义 , 则 记 4: 一 B. 单 
位 矩阵 和 全 1 矩阵 分 别 以 IT 和 J 记 之 。 类 似 地 ,分 量 全 为 0( 或 1) 
的 向 量 简 记 为 0( 或 1)， 我们 记 Led: 一 max{n《 Z\a <r CGE, 
不 是 用 [x]), 而 用 符号 [r] 表示 min{n€ Z|n Sx}, | 


$11 fe A 


我 们 只 钴 要 少量 初等 数论 知识 . 假定 读者 已 经 知道 N pE 
数 都 可 以 唯一 写成 素数 之 和 (不计 因 子 顺序 )。 若 a 整除 25。 WR 
们 记 作 «|b. APH—-PRE, p'a, 但 pta, WRAT 
Pla, Æ REN, k>1, ， 则 = 以 和 为 基 可 以 表示 为 


n 一 > nik’, 
对 于 每 个 0 过 i 过 1, 都 有 0 万 % k, RRR 4 又 整除 5 的 
最 大 整数 2 称 为 a 和 4b 的 最 大 公 因 子 , 记 作 g.c.d(a, b) 或 简 记 为 
(a, b). & me 一 6， 则 我 们 记 a = b(modm). 


e | e 


(4180 定理。 和 若 
p(n): == {mE NI|1 Sms Ns (m, n) = 1}|， 
则 


G) gln) =n J| G — 1/#), 


Gi) >) ea) =a, 


d\n 
函数 P ERA Euler RR, 
(1.1.2) Œ 3B. 右 (a,m)—1, ni arm) = 1 (mod m). 
定理 1.1.2 RA Euler-Fermat EM, 
(1.1.3) Æ. Moebius PAIK 下 定义 为 
1, Æ n =], 
a(n): 一 |( 一 1)4， 荐 4 是 不 个 不 同 素 因 子 之 积 ， 
0 其 它 。 
(1.1.4) 定 理 . Gf 和 #8 REELE NERA. Eit 


t 和 è +% 


g(n) = > f(d}, 
则 a 
fn) = >) w(ae(4). 


定理 1.1.4 PRX Moebius RAAR. 


| 代数 结构 


我 们 假定 读者 熟悉 线性 代数 的 基本 概念 和 定理 ， 尽管 有 些 我 
们 在 下 面 还 会 提 及 。 我 们 先 给 出 一 系列 代数 结构 的 定义 它们 都 
是 学 习 代数 编码 理论 所 必需 的 。 
(1.1.5) 定 义 ， 一 个 群 (G， ) 是 一 个 在 其 上 定义 了 乘法 运算 的 集 
&G, WE | 

Gi) WiecVsecl ao € Gl. 

Gi) WiecWeecWeegl (ab)e = a(bc)])s 


. 2° 


a 1 re M 
REEN HE AET- = EHE ee eer i eTa ae 


Git) SeeWuecglae = cea = al, 

OGR e 是 唯一 的 )， 

(iv) Viecdsecl ab = ba = e], 

(6 称 为 = 的 逆 元 素 , 记 作 a). 

— 2b 

(v) VaecVsecL ab = bal, 
刘 这 个 群 叫做 Abd 群 或 交换 群 

(G, ) 是 群 , HCG 使 得 ( 瓦 ， ) 也 是 一 个 群 , 则 (H， ) 
叫做 (G, ) 的 子 群 。 通 常 我 们 用 G 代 替 (G， )。 一 个 有 限 群 
中 元 素 的 数目 称 为 这 个 群 的 阶 ， 若 (G， JER, ac G, 那么 ,使 
得 a = e 的 最 小 正 整 数 # (如 果 和 存在 的 话 ) 就 称 为 a 的 阶 。 在 这 
种 情况 下 ,元素 ce, a, agtet, a"! 构成 一 个 以 a 为 生成 元 的 循环 
FR. WRC, ) 是 交换 群 ,( 态 ， ) 是 一 个 子 群 ,那么 集合 oH: 
= (ahh E H} 叫做 瑟 的 陪 集 .显然 ,两 个 陪 集 或 者 不 交 或 者 相等 ， 
所 以 这 些 陪 集 作成 G 的 一 个 分 划 。 从 陪 集中 选取 的 一 个 元 素 叫 做 
这 个 陪 集 的 代表 元 。 如 果 我 们 定义 陪 集 乘 法 为 (4H) OH): =4bH, 
则 不 难 证 明 陪 集 构成 一 个 群 ,这 个 群 称 为 G 的 商 群 , 记 作 G/H. h 
此 我 们 注意 到 , 若 ee G, W a 的 阶 整 除 G 的 阶 (G 非 Abel 群 亦 
然 )。 7 
(1.1.6) EX. 一 个 具有 两 种 运算 (通常 叫做 加 法 和 乘法 ) 的 集合 
R 记 作 (R， 十 ， ), 称 为 一 个 环 ,如 果 

(i) (R, +) 是 一 个 Abd F$, 

(ii) VserRVserVeerl (ab)e = alec), 

Cii) VierWserVeer La +c) = abt ac \ (atbjbe =ac 
+ be], 
CR, + ) 的 单位 元 通常 记 为 0, 

各 还 共有 性 质 

(iv) WoerVserlad = bal], 
则 称 这 个 环 是 交换 环 ， 

整数 集 Z 是 人 们 最 熟悉 的 环 的 例子 ，。 


NG SRR: ARA i ree 


(1.1.7) 定 义 . 设 (R, +, ) 是 一 个 环 , 名 关 SSR， 则 SRA- 
个 理想 ,如 果 

Gi) VaesYseslabE SI, 

(ii) VaesVperlab E SA dae Sl. 

显然 ,如 果 SERBS, +, ) 是 一 个 子 环 。 但 条 件 
Ci EE AR. 
(1.1.8) 定 义 ， 域 是 一 个 环 (R, +, ) ÈE (RUR ) 是 一 
个 Abel 和 群 。 

Ce 一 0V2 一 0)]. 

(1.1.10) 定 义 。 设 (V, + ) 是 一 个 Abe 群 , 中 是 一 个 域 , EN F 
X VV 的 乘法 ,满足 

(i) Vacviia =a], 

VuerVeerVacvia(fa) = (ai )al, 
(ii) VoerVacvVpevla(a + b) = aa + ab], 
VaerYperYacvl Ca + 8)a = aa + fal, 

MEZA, +, F) 叫做 域 F 上 的 一 个 向 量 空间 ，(Z， 士 ) 的 
单位 元 记 作 9, 

我 们 假定 读者 熟悉 向 量 空间 Rs*, 它 由 所 有 = WA, ase 
za,) 构 成 ,加 法 和 乘法 都 是 自然 的 。 我 们 提醒 读者 下 列 事实 , 即 R” 
的 一 个 不 维 子 空间 C 是 这 样 一 个 向 量 空间 , 它 有 由 向 量 ai: 一 (ou， 
49s a1n), Bai = (ans ans’, Ary ) tts ak = (akis Faas’ 
su) 组 成 的 一 组 基 。 这 里 基 的 意思 是 说 ， 任 意 ae C 都 可 以 唯一 
写成 wa 十 oa; 十 .… 十 akak。 读 者 还 应 熟悉 用 基 同 量 的 组 合 
方法 把 一 组 基 变 到 另 一 组 的 过 程 。 如 前 ， 我 们 通常 把 向 量 写 成 行 
向 量 。 两 个 向 量 a 和 b 的 内 积 Cas b) 定义 为 

8 b>: = abi t aba t -。 + dpbn. 

是 0 AERIS I, “AUR a, aa aa ,是 《个 线性 无 
Sa BR ES Sa CHAE, BABA Ca y) 一 0 G= 


1，2，……，&) 以 一 个 二 一 《 维 子 空间 的 所 有 向 量 为 解 。 我 们 把 这 
个 #2 一 t 维 子 空间 记 作 C+. TE 
C+: = {y€ R"|Viuecl(x, y) = 01}. 

这 些 概 念 在 后 面 起 着 基本 的 作用 ， 只 是 那里 RR 将 被 一 个 有 限 域 F 
所 取代 ,但 上 述 理论 依然 成 立 。 
(1.1.11) 定义 。 设 (V, +) 是 下 上 一 个 向 量 空间 ， 并 且 定 义 了 
VX VV 的 乘法 ,满足 

G (V, 十， ) 是 一 个 环 ， 

(ii) Yeeryaeyyber[(ca)b = a(ab)], 
则 我 们 说 这 个 系统 是 F 上 的 一 个 代数 ， 

. 设 (G,') 是 一 个 有 限 群 ,我 们 把 G 的 元 素 视 为 域 玉 上 某 个 向 
量 空 间 (7， 十 ) 的 一 组 基 ,那么 了 中 元 素 可 表 为 线性 组 合 agt 
M8, +--+ +a,8,, FER 

EF, gEG (l<igqn=|G}). 
我 们 用 显然 的 方式 定义 向 量 的 乘法 x* , 即 


(> O78; {5 8:8: ): = >, >, (a;8;) (gi , gi)» 
此 式 可 写成 >, YER’ 其 中 T: 是 所 有 使 得 gig; = Se 的 对 Gy, 7) 
k 


所 对 应 的 ab 之 和 。 这 定义 了 一 个 代数 , 称 之 为 GÉ F ERRER 
aa FG, 
， 我 们 看 几 个 与 上 面 定义 的 概念 有 关 的 例子 ， 

Az = {a 2 an) 是 一 个 有 限 集 ,我 们 考虑 所 有 4 到 
4 上 的 一 一 上 映射。 这些 映射 称 为 置换 。 老 m，o 是 置换 ， 我 们 定 
X oo A (6,92)(4): 二 (g(a))， 对 所 有 se A, BU, A 上 所 
有 置换 的 集合 S 在 该 乘法 下 是 一 个 群 ,叫做 z RAT BREF. EEP 
中 ,我 们 感 兴趣 的 往往 是 特殊 的 置换 群 ， 即 S, 的 子 群 。 我 们 举 一 
个 例子 。 设 C 是 R" 的 & 维 子 空间 ,考虑 整数 1,2,.……,n 的 所 有 这 
样 的 置换 o: e= (ci, ca ce)EcEC， 则 (cooy Coms’ tatam) 
也 在 C 中 。 这 些 置 换 显 然 构成 S, 的 一 个 子 群 。 当 然 ,C 常常 使 得 


e 5 » 


下 rr 


S, 的 这 个 子 群 仅 含 单位 元 。 但 是 有 更 有 趣 的 例子 ! 另 一 个 在 下 文 
中 要 出 现 的 置换 群 例子 是 仿 射 置 换 群 ,其 定义 如 下 : 设 F 是 一 个 
(有 限 ) 域 ,映射 fuos FH we F, ve FL, eu #0, MES fuel): 
一 wx 十 v， 对 所 有 x+€ F。 这 些 映 射 是 下 的 置换 ,它们 关于 函数 
的 复合 运算 显然 成 群 . 

置换 矩阵 已 是 每 行 每 列 恰 有 一 个 1 K O, D-E. 我 们 说 
P 忆 对 应 于 {1,2,3 n) WE Hoe, WE 好 一 1 当 且 仅 当 工 一 
olj) (i = 1, 2,.……, n)。 在 这 个 约定 之 下 ， 置 换 之 积 对 应 于 它们 
的 和 矩阵 之 积 。 由 此 ,我 们 得 到 了 所 谓 的 置换 群 的 和 矩阵 表示 . 

一 个 作用 在 集合 9 上 的 置换 群 称 为 在 8 上 是 《传递 的 ， 如 
果 对 O 中 任意 两 个 相 异 元 素 的 有 序 《- 元 组 (41,…… a) 和 (4, 

,64) ,都 存在 元 素 o€ G, 使 得 bi; = ol(4;) ASES K). mE 
&《 一 1， 就 说 这 个 群 是 传递 的 。 

设 $ 是 环 (R, 十 ，) 的 理想 ， 因 为 (S$5， 十 ) 是 交换 群 (R， 
十 ) 的 子 群 ,所 以 我 们 可 以 作 商 群 , 陪 集 在 这 里 叫做 模 5 的 剩余 类 ， 
对 于 这 些 类 ,我 们 引进 一 个 显然 的 乘法 : (tSS Sab 
十 $5。 不 熟悉 这 一 概念 的 读者 最 好 验证 该 定义 是 有 意义 的 《 即 不 
依赖 于 代表 元 a 和 2 的 选取 )。 这 样 ， 我 们 构造 了 一 个 环 ,叫做 RR 
模 5 的 剩余 类 环 ,并 记 作 R/3。 下 面 的 例子 读者 一 定 是 熟悉 的 . 设 
R: =Z, 是 素数 , 令 5 是 pp 的 所 有 倍数 组 成 的 集合 PZ (有 时 也 
记 为 (?))。 BA, R/S 就 是 整数 模 的 环 。R/S 的 元 素 可 以 表 为 
O,1,---,2—1, 而 加 法 和 先 法 则 是 在 Z 中 作 通 党 运算 后 再 用 
模 。 例 如 取 p= 7, WW 4+5 一 2, 因为 在 ZZ 中 , 4 十 5 = 2(mod7), 
Al, 在 Z/7Z 一 Z/(7) 中 ，4.5 一 6。 若 SS 是 2 的 理想 ，$ 
æ {0}， 则 存在 最 小 正 整数 《ec 8S。 设 s€ 5, 我 们 可 以 把 * 写成 
ak +b 的 形式 ， 其 中 0 二 5 二 《*。 由 理想 的 定义 我 们 有 akes, 
PUL b= s — ake S， 从 而 由 《的 定义 知 56 一 0。 因 此 S 一 (A). 
由 一 个 固定 元 素 的 所 有 倍数 组 成 的 理想 称 为 主 理想 ， 如 果 一 个 R 
除 子 理想 外 没有 其 它 理想 ， 则 称 为 主 理想 环 。 由 此 即 知 乙 是 一 个 
主 理想 环 。 


se 6 «# 


(1.1.12) 定理 。 若 乡 是 素数 , 则 Z/pZ 是 域 . 
这 是 定理 |. 1.9 的 直接 推论 ， 但 是 直接 验证 也 很 显然 7 个 元 
RUARUA F, 或 GF(n) (Galois 域 )。 


环 和 有 限 域 


我 们 将 在 下 面 对 有 限 域 作 较 多 的 讨论 。 首 先 讨论 环 与 理想 . 
设 下 是 一 个 有 限 域 , 沙 碟 由 全 体 多 项 式 ao t ax + t+ :十 Co 
组 成 的 集合 Fir], Kpn AE N 中 任何 数 , a € F, Oi <n, 
在 通常 的 多 项 式 加 法 和 乘法 的 定义 下 , 它 构成 一 个 环 (FILx]， 
+, ), 这 个 环 一 般 就 记 为 F[x*]。 基 个 多 项 式 g(x*) 的 所 有 倍 式 ， 
即 形 如 alx)alr), alx) E Fir] 的 多 项 式 组 成 的 集合 是 Flr] 的 
理想 。 和 前 一 样 ,这 个 理想 记 为 (g(x*))。 下 述 定理 表 朋 Flix] 中 
没有 其 它 类 型 的 理想 . 
(LLID EM., Fir] 是 主 理想 环 . 

剩余 类 环 FLx]/(g(*)) 可 由 小 于 g(x*) 次 数 的 多 项 式 来 表示 ， 
如 同上 面 举 的 例子 Z/7Z, 我 们 先 对 代表 元 作 通 常 的 加 法 与 乘法 ， 
然后 用 g(x) 模 。 例 如 :, 取 下 一 瑟 一 40, 1}, g(x) 一 + 十 + 十 1， 
BA (x 十 (下 十 1) 一 x 十 十 x+ 十 1 一 Xx。 对 于 不 熟悉 有 
限 域 的 读者 来 说 ， 仔 细 研 究 一 下 这 个 例子 是 有 益 的 。 首 先 注意 到 
g(x) 是 不 可 约 的 , 即 不 存在 次 数 小 于 3 的 多 项 式 a(x) 和 6b(x)e 
Fir], 使 得 g(x) 一 a(x)b(x*). 其 次 ,我 们 看 到 ,上 述 性 质 意味 着 
在 Flx]/(g(x)) 中 ， 两 个 元 素 a) MO) 之 积 为 零 当 且 仅 当 
a(x) 一 0 或 5(x) 一 0。 由 定理 1.1.9, [x]/(g(x)) 是 域 。 因 
为 这 个 翻 余 类 环 的 代表 元 的 次 数 都 小 于 3, MAURA 8 PCR. 
样 ， 我 们 找到 了 一 个 含有 8 TERR B Fe, BPA TEMS 
构造 有 限 域 的 方法 ， 
1.14) 定理 。 设 ?是 一 个 素数 , g(x) 是 环 Felz] 的 一 个 > 次 


paca 证 只 与 所 Ay p= 2, r= 3, g(x) = 2 ane 
例子 一 样 。 O 


(1.1.15) 定理 。 设 了 是 “个 元 素 的 域 。 则 ”是 素数 的 方 守 
证 明 。 由 定义 ,F 关于 乘法 有 一 个 单位 元 , 记 为 1。 当然 1 二 1 
k 中， 这 个 元 我 们 记 为 2。 依 次 类 推 , 即 2 十 1 一 3 等 等 。 经 有 限 
次 后 ,我 们 会 遇 到 一 个 已 经 有 “记号 ”的 域 中 元 素 。 假 如 说 和 个 1 
之 和 等 于 1 个 1 之 和 (4 之 门 , WA, -DAL 之 和 就 是 0， 
即 我 们 第 一 次 遇 到 了 已 经 有 记号 的 元 素 , 这 个 元 素 就 是 0. 设 0 是 
& 个 1 之 和 。 如 果 & 是 合 数 ，& 一 a6， 则 我 们 分 别称 之 为 a。 和 2 
的 这 两 个 元 素 之 积 为 0, 矛盾。 所 以 《是 素数 。 这 证 明 Fs 是 下 的 
一 个 子 域 。 我 们 用 显然 的 方式 定义 了 正中 一 个 元 素 集 关 于 (系数 取 
自 ) Fs 的 线性 无 关 性 。 设 在 所 有 线性 无 关子 集中 ,{xi, x2,*** xr} 
是 元 素 个 数 是 最 多 的 。 若 x EF， 则 r, tratt r 是 线性 相 
关 的 ,也 就 是 说 ,存在 系数 0 =a, a, +, a, 使 得 cx + ar +e 
二 oxy 一 0。 因 此 ,x 是 二 到， 的 一 个 线性 组 合 。 因 为 显然 有 r 
个 到 x; 的 不 同 的 线性 组 合 , 所 以 即 得 我 们 的 结论 ， 口 
如 果 我 们 能 证 明 ， 对 于 任意 rl, Plr) 中 存在 ? 次 不 可 
约 多 项 式 ,那么 ， 由 上 述 定理 可 知 , = 个 元 素 的 域 存在 当 且 仅 当 # 
是 素数 的 寡 。 下 面 我 们 通过 计算 这 种 多 项 式 的 个 数 来 证 明 ”7 次 不 
可 约 多 项 式 的 存在 性 。 辕 定 p， 并 以 1, 表示 7 次 首 一 ( 即 x" 的 系 
数 为 1) 不 可 约 多 项 式 的 个 数 . 我 们 断言 
(1.1.16) (1 一 pz)? = JI (1 — z"), 


r=1 


和 欲 证 此 式 ， 首 先 注意 到 左边 2" 的 系数 是 如 ， 它 是 系数 在 Fy 中 的 
n 次 首 一 多 项 式 的 个 数 .我 们 知道 ， 每 一 个 这 样 的 多 项 式 都 可 队 
一 好 分 解 为 不 可 约 因 子 的 乘积 ,因此 ,我 们 必须 确信 这 些 乘积 都 计 
算 在 (1.1.16) 的 右边 了 ， 要 证 明 这 点 ,只 需 考 虑 两 个 次 数 分 别 为 ? 
Als 的 不 可 约 多 项 式 als) 和 a(x)。 乘积 Qa) 与 
Otet tes) 和 tate t---) 的 乘积 中 的 项 
etal! 有 一 个 一 一 对 应 。 如 果 = 和 zs 都 恒 同 于 zs， 那么 z 的 指数 
BE (alay 的 次 数 ， 考 虑 所 有 不 可 约 多 项 式 而 不 是 两 
个 多 项 式 a(x) A al), 则 我 们 即 得 (1.1.16). 


在 (1.1.16) 两 边 取 对 数 ,然后 微分 ， anne Z» 得 到 
== 5 l, 


E rel io 


比较 (1.1.17) 两 边 的 系数 ,我 们 发 现 
(1.1.18) p= Srl, 


ris 


对 (11.18) 应 用 定理 1.14 得 | 
(1.1.19) = =- > u(d)p/4 > * {pr 一 pr — ph — oes} 


(1.1.17) 


> 1 (> -$ pP) > trampi >0. 
r 会。 r 


既然 我 们 现在 知道 了 对 哪些 ” 值 存 在 > 元 域 。 我 们 自然 希望 
了 解 这 些 域 的 更 多 的 性 质 。Fy 的 结构 在 本 书 的 许多 章 节 起 着 十 
分 重要 的 作用 。 作 为 准备 ,我 们 考虑 有 限 域 和 一 个 多 项 式 tl) 
EF[x]， 使 得 f(a) 一 0， 其 中 ceF， 那么 通过 做 除法 可 知 , 存 
在 g(x) EFir], #4 I) 一 (x 一 og). 依次 往 下 做 ， 我 们 
得 到 一 个 简单 事实 , 即 F[x] 中 7 次 多 项 式 在 Fle] 中 至 多 有 ”个 
零点 . 
io 是 乘法 群 FEA ) 的 一 个 。 MTR, 那么 c 是 多 
项 式 * 一 1 的 零点 ， 事 实 上 我 们 有 
x—l1= (x — 1)(x — @) (x — e) (x — a). 
因此 该 群 中 仅 有 的 。 阶 元 是 of, 其 中 1 万 i <e HG, ec) 1K 
种 元 素 共 有 ple) 个 ， 所 以 对 每 个 整除 P 一 1 的。, RER epr 
元 素 或 者 是 0 个 ,或 者 是 ole) 个 。 但 由 (1.1.1) 知 不 可 能 出 现 0 
个 。 由 此 推 得 存在 pr 一 1 阶 元 素 。 实际 上 恰 有 ol 一 1) 个 
z 一 IME. 我们 已 经 证 明了 下 列 定理 . 
《1.1.20) EM. Æ F 中 ,乘法 群 (Fa\{0}。 ) 是 循环 群 . 
这 个 群 常常 记 为 Fi. 
(1.1.21) EX. F, 的 乘法 群 的 生成 元 称 为 这 个 域 的 本 原 元 。 
定理 1.1.20 表明 Fs 的 元 素 丛 是 多 项 式 x? 一 x 的 4 个 不 同 零 


e Q >% 


点 .使 得 =l, 而 8 关 1, 对 于 0<: 一 不 的 元 素 8 电 做 & 次 本 
原单 位 根 。 显然 E 的 本 原 元 是 〈9 一 1) 次 本 原单 位 根 。 如 果 
e 整除 9 一 1, 那么 x 是 (g 一 1)/e 次 本 原单 位 根 .进一步 ， 定 
FH 1.1.20 的 一 个 推论 是 , For 是 Fo: 的 一 个 子 域 当 且 仅 当 > ER s. 
实际 上 这 个 叙述 可 能 会 使 读者 感到 有 点 含混 不 请 9。 因为 我 们 所 用 
的 符号 暗示 了 ,对 于 给 定 的 g, Fs 是 唯一 的 。 这 的 确 是 对 的 .事实 
上 ,这 可 以 从 (1.1.18) 得 到 。 我 们 已 经 证 明 对 于 g= p, Fe 中 任 
意 元 都 是 x? 一 x 的 某 个 不 可 约 因 子 的 零点 ,又 由 上 面 的 说 明和 定 
M 1.1.14 我 们 看 到 ,这 个 因子 的 次 数 > 整除 > 由 (1.1.18) 这 意味 
着 我 们 用 到 了 所 有 > 次 不 可 约 多 项 式 , 其 中 +1x, MA, WH 
多 项 式 之 积 就 是 x? 一 *。 这 证 明了 两 个 阶 为 4 REAP BA 
构 的 , 即 存在 一 一 映射 9:F > F 保持 加 法 和 乘法 . 

下 述 定理 在 本 书 中 经 常用 到 . 
(1.1.22) 定理 ， 设 4 一 加，0 = fl) EFL]. 

G) 着 eeFet H f(a) 一 0, 则 fa) 一 0. 

Gi) 反之 ， 若 对 于 任意 使 得 f(o) 一 0 的 “都 有 flat) 一 0， 
则 fe) € Fair]. | | 

. 证 明 ， (D 由 于 p weve (| )> 1 过 《过 p 一 1， 由 二 项 式 定 
理 我 们 有 (a t+ 5)? 一 a? 十 如。 由 此 得 (a + b) = a7 + b, A 
f(z) = Sax’, WW GG)? 一 Dele), AH a1€ Fz， 所 以 
af = a Ar =o fla) = (f(a))? = 0. 
Gi) 我们 已 经 知道 在 Fs 的 一 个 适当 的 扩 域 中 ， 多 项 式 f(x) 

是 因子 * 一 a; 的 乘积 ( 即 都 是 1 次 的 )， 且 如 果 r-a 是 其 中 一 


个 因子 ,那么 x 一 of 也 是 其 中 一 个 因子 。 没 10) 一 Dd) art, 
k=0 
则 a, 是 零点 m 的 对 称 函 数 , 因 此 am ah, BRE aE Fa. oO 


= 0 的 不 可 约 多 项 式 f(x)e Fs[x]。 Be 的 阶 为 <， 则 由 定理 
1.1.22 知 , 其 极 小 多 项 式 就 是 


。10 ° 


II (x 一 at’), 


其 中 * 是 使 得 9” = (mode) 的 最 小 正 整数 有 时 ， 我 们 楼 考虑 
固定 一 个 本 原 元 。 HR Fa. 

在 这 种 情况 下 ,我 们 用 ma) Kit of 的 极 小 多 项 式 .一 个 不 
可 约 多 项 式 称 为 本 原 多 项 式 ， 如 果 它 是 相应 域 中 一 个 本 原 元 的 极 
小 多 项 式 。 这 种 多 项 式 在 定理 1.1.14 的 构造 中 用 起 来 最 方便 ， 我 
们 详细 举 一 个 例子 。 
(1.1.23) 例 .多 项 式 x' 十 + 十 1 在 F, 上 是 本 原 的 . 域 Fx 由 次 数 
一 4 的 多 项 式 表示 。 多 项 式 x 是 一 个 本 原 元 。 因为 我 们 更 习惯 于 
在 其 它 场合 使 用 符号 x*， 所 以 我 们 称 这 个 本 原 元 为 a。 注意 到 we 
+a t1 = 0, 每 个 Fx 中 的 元 素 都 是 1, cy d, o 的 线性 组 合 . 我 
们 得 到 下 列 Fz 的 表 。 读者 可 以 看 出 这 跟 域 及 的 对 数 表 是 对 等 
a. ae ) 


F, WS 
0 = =(0000) 
1 =] =(1000) 
a = a =(0100) 
a? = a’ =(0010) 
a? = a =(0001) 
a=] +a =(1100) 
a’ = are =(0110) 
a’ == æ +a =(0011) 
a =] +a +a? =(1101) 
ab = 1 + a’ =(1010) 
a? = a +a? =(0101) 
ee =1 +æ + a’ =(1 110) 
at= atra +a =(0111) 
a =] tata’ +a? =(111 1) 
a° =l +æ +a =(1011) 
æa“ =} +a =(1001) 


右边 的 表示 再 次 表明 Fe TUA RE H SBA, Ep, 
LP 


{1, a, è, a} 是 一 组 基 。 左边 一 询 作 乘法 最 容易 〔 指 激 相 加 ， 
mod15 )、 而 右边 一 列 作 加 法 最 容易 (向 量 相 加 )。 容 易 验 证 
m(x) = (x —a)(x — @)(x — a')(x — £) 
= xi trti, 
mi(%) = (x — œ) (xr — a)l x — a?) (x 一 oo) 
=e tertertetil, 
ml) = (x — @& )(x — a") =e +r tl, 
m(x) = (x — æ )(x — a") (x — a” )(x — a") 
=r ttil, 
又 ， x — x 的 不 可 约 分 解 是 
st — x = x(x — 1)? tet ly(xet tx +1) 
(x 十 x 十 1)(x* 二 x 十 x 十 x+ 十 1). 
JERR x 一 x 一 x (x — 1)? +e tl) 对 应 于 元 素 0, 1, oo 
它们 组 成 子 域 FE = Rl (x 十 x 十 1)， 多 项 式 ma(x) 不 可 约 ， 
但 非 本 原 . 
不 熟悉 有 限 域 的 读者 应 把 (1.1.14) 至 (1.1.23) 学 习 透 ,并 构造 
几 个 例子 ,如 Fy, Fr, Fa， 以 及 相应 的 极 小 多 项 式 、 于 域 等 等 。 有 
限 域 的 表 可 查阅 参考 文献 [9] 和 [101. 


多 项 式 


我 们 还 需要 一 些 关于 多 项 式 的 事实 。 若 f(x)€ Flr], WR 
们 可 以 纯 形 式 地 定义 导数 f(x) 为 


(> ayet) : 一 : “> kaget, 
有 关 和 与 积 的 导数 的 通常 规则 都 是 可 行 的 . 例如 (x 一 a)i ChI 
导数 是 2(x 一 oj)f(x) 十 (arie. Rik, FRERE EMA 
见 的 。 | 
(1.1.24) 定理 . 者 f(x) € Falr], o 是 f(x) 在 Fa 的 茶 个 扩 域 里 
WEFR, Woa 仍 是 导数 FCE) HFA 
后 面 要 用 到 的 男 一 个 结论 是 ,车 
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i 


fC) = Il (x —a;), 
i=l 
则 
fx) = >) f()/(@ — a). 
i=1 


下 述 定 理 是 众所周知 的 . 
(1.1.25) 定理 。 EZMA a(x) 和 bl) € FLx] 的 最 大 公 因子 是 
1, 则 在 Fie] 中 存在 多 项 式 p(x) 和 g(x) 使 得 
a(x) p(s) + p(x) g(x) = ], 

证 明 。 这 是 定理 1.1.13 的 直接 推论 . C 

虽然 我 们 由 (1.1.19) 知道 ,任意 次 数 r 的 不 可 约 多 项 式 存在 ， 
但 是 真 要 找到 一 个 有 时 需 做 大 量 工作 。 (1.1.19) 的 证 明 提 供 了 一 
种 方法 .我们 可 以 从 所 有 可 能 的 一 次 多 项 式 出 发 ， 用 它们 构造 所 
有 2 次 可 约 多 项 式 ， 任 何不 在 其 中 的 2 次 多 项 式 都 是 不 可 约 的 . 
继续 用 这 个 办 法 显然 可 产生 3 次 不 可 约 多 项 式 , 等 等 . 在 $ 9.2 我 
们 要 用 到 F, 上 任意 高 次 数 的 不 可 约 多 项 式 , 上 述 方法 不 能 满足 这 
PEK. 因而 我 们 给 出 如 下 方法 . 

(1.1.26)5 |38. 

: 38+1||(23 十 1), 

征明， (i) 对 于 8 二 0 和 8B = 1, 结论 成 立 . 

Gi) 设 3 中 (2 +1). BAK : 

(235+ 4. 1) = (2 + 1)£( 2? + 1)(2* — 2) + 3}, 
即 知 , 若 :之 2, 则 329°" + 1), 口 
(1.1.27) 5138. Æ 2(mod 3 ) 的 阶 为 mw， 则 
m = —(3! ) = 2. 3/7) 

证 明 . 若 2° = 1(mod 3), We BBM. 因此 m= 2s, 从 而 
2 + 1 = O(mod 3’), Beye 1.1.2 和 引 理 1.1.26 即 得 结论 。 口 
(1.1.28) 定理 设 m=2. 3, Wi 

x” t ttl 
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VLA. oR Pom, 设 是 这 个 域 中 的 一 个 3， 次 本 原单 位 根 ,由 

5| 1.1.27, $ 的 极 小 多 项 式 是 一 个 m 次 多 项 式 
fw) = (x — E)r — x BY) ee — RP’), 
注意 到 
x 二 1 二 (1 十 x)(1 betel tx? + 2°) 

| (1 二 x H aT, 
此 分 解 式 中 只 有 一 个 mw 次 多 项 式 , 所 以 最 后 的 因子 必定 是 f(x), 即 
f(x) 是 不 可 约 的 。 u 


二 次 剩余 | : 
任意 域 Fo 中 本 原 元 的 存在 性 使 得 在 域 中 确定 平方 元 很 容易 。 
如 果 4 是 偶数 ， BAST IR AEN 如 果 94 是 奇数 ， BA 

Fe 含 二 (gq 一 1) 个 非 零 平方 元 和 -> 二 (4 一 1) PARP. Œ 


F, ee RA SRS <? p—1) RRA PK 
剩余 。 把 《ee Fp BRAPRMHA— TART R, 我 们 看 到 是 
二 次 剩余 当 且 仅 当 kO = 1 (mode). HFR p 一 1= 一 1， 
我 们 发 现 一 1 在 Fs 中 是 平方 元 当 且 仅 当 pp 三 1(mod4). 在 $6.9 
我 们 需要 知道 2 在 Fe 中 是 否 为 平方 元 。 为 解决 这 个 问题 ,我 们 考 
BIEX ls 2, -…,(p —1)/2, 并 设 4 是 它们 的 乘积 。 用 2 RET 


元 素 得 到 2, 4, -1 p 一 1, 这 个 序列 中 的 | 二 | 个 项 是 a 的 因 


子 ,而 对 于 a 的 任何 其 它 因 于 《, 一 《是 大 于 Pot) 的 偶数 ， 由 


此 在 F， 中 我 们 有 28975026 一 (一 De 4。 因为 a 0, 
所 以 2 是 平方 元 当 且 仪 当 


2—1— |e—l| 
2 4 
是 偶数 , 即 p= +1 (mod 8), 


” 设 a= p's ERI Trike 一 Fo 如 下 
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E EAT PAE T AE ak RN eA T E E a 


(1.1.29) 定 义 . BECK, Ml 
Tr(E)s = E + EP HEP ww. gr 

称 为 迹 (函数 ). 
(1.1.30) 定理 。 迹 函 数 有 如 下 性 质 : 

G) 对 任何 EER 迹 Tr(#) 在 Fo 中; 

(i) 存在 元 素 se Fr, 使 得 Tr(E) = 0; 

Gii) Tr 是 线性 映射. 

WA. G) BEX, CTE) = T(E). 

Gi) 方程 x 十 x? 十 .… 二 xpt 一 0 在 Fs 中 不 可 能 有 4 个 
i. 

(ii) 因为 (# 十)? = E +n’, 月 对 每 个 a€E Fs BA ar 一 
a， 所 以 结论 显然 成 立 . 口 

很 明显 , EAAS: ARARA EME pg 次 ， 而 且 多 项 式 
xz 十 x? 十 .… bal 是 极 小 多 项 式 的 一 个 乘积 ( 试 就 例 1.1.23 
验证 这 一 结论 )。 


特征 标 


ACG, 十 ) 是 一 个 群 ,又 设 (T， ) 蚌 绝对 值 为 1 的 复数 群 , 运 
算 为 乘法 特征 标 是 一 个 同 术 X: G -> 7， 即 
(1.1.31) Vo ecVeeclX( 8 十 ga) = X(g,)%Ce2) 1. 

由 定义 可 知 , 对 任何 特征 标 都 有 X(0) 一 1. 如 果 对 所 有 se G 
都 有 xX(g) = 1, WR X 为 主 特征 标 . 
(1.1.32) 引 理 ， 老 X 是 4C， +) 的 特征 标 ， 则 
> x(g) = fier E EERE 


0， HE. 


ZEG 


JH. 1 kEG, W 
LA S x(g) = DX(h+ 8) 一 之 )X(A)， 
ZEG REG 


&EG 


$Y KEERI RITER 4 E XC) = 1. 口 


$1.2 Krawtchouk 多 项 式 


在 这 一 节 中 ， 我 们 要 介绍 一 类 在 编码 理论 若 于 分 支 中 起 着 重 
要 作用 的 多 项 式 ， 即 Krawtchouk 多 项 式 . 这 些 多 项 式 是 正 交 多 
项 式 的 实例 .我们 所 提 到 的 定理 ， 大 部 分 都 是 对 于 任何 正 交 多 项 
式 序列 成 立 的 一 般 定理 的 特殊 情形 。 我们 建议 不 了 解 分 析 中 这 一 
十 分 精彩 部 分 的 读者 去 查阅 一 本 有 关 正 交 多 项 式 的 教科 书 〈 例 如 
G. Szeg5 [67], D.Jackson [36], F.G. Tricomi [70]), 事实 上 ， 
在 下 面 提 到 的 定理 当中 ， 就 有 一 些 证 明 是 留待 读者 去 查阅 有 关 文 
献 的 。 由 于 这 些 多 项 式 在 下 文中 至 为 重要 ， 我 们 要 对 其 作 较 这 个 
引言 的 其 它 内 容 更 广泛 的 讨论 ， 

Krawtchouk 多 项 式 通常 出 现在 两 个 参数 ”和 4 已 经 固定 的 
情形 ,所 以 在 这 些 多 项 式 的 符号 中 往往 省 略 . 
(1.2.1) 定 义 .。 对 于 R= 0,1, 2,.… ,我 们 定义 Krawtchouk 多 项 
式 KG) 为 


Klx; n, q): = Ki): 一 Soh) 
其 中 


n 


; Jaa Des 


(*): _ x(e — 1) (zz 一 7 十 1) (x €R). 
j 7! 
考察 4 一 2 的 特殊 情形 ,我 们 有 
k o, AXININ — X 
(1.2.2) K) = X; co )G E ) = (—1)'K,(n — 2), 
HE + (一 Da 和 (1 一 z)* 的 Taylor 级 数 的 乘积 ,得 


(1.2.3) > K,(x)at = (1 + (q — 1) "(1 — zY. 


k=0 
由 (1.2.1) BRAM, Kile) 是 * 的 《次 多 项 式 ， 首 项 系数 为 
(—g)t/ki. 之 所 以 称 它们 为 正 交 多 项 式 ， 是 因为 它们 有 下 列 的 
“ 正 交 关系 : 


e 16 ee 


(1.24) > ) a DKK) = bu (7 Ja = Dear 


读者 容易 证 明 这 个 关系 式 ,这 只 要 在 上 式 两 边 同 乘 rty' ,然后 对 
和 1 作 和 (从 0 到 co ), 再 利用 (1.2.3)。 因 为 两 个 和 式 相等 ,所 以 纺 
论 为 真 。 由 (1.2.1) 得 


(1.2.5) (q— o ( VK = (4 — DHG \KiCA)s 
EA (1.2.4) ,我 们 得 到 第 二 个 正 交 关 系 ; 
(1.2.6) > KiG)Ki(k) = ng”. 


我 们 列举 几 个 Krawtchouk FSHA (Rk <2), 
(1.2.7) Kln, x)= 1, 
Ki(n, x) = n(q —1) — qx, ( = n— 2x Æ q= 2), 


Kln, x) = 二 {gx — qg(2qn — q — 2n + 2)x 
+ (q—1)'n(n — 1)}, 
( = 2x? — 2nx +(" )a a —2). 
在 第 七 章 ;我们 要 用 到 表达 式 中 xk, xe, xh 以 及 
x" 的 系数 。 假设 Ky) 一 > cix, 那么 对 于 4 一 2 我 们 有 


(1.2.8) cr = (—2)4/k1, 
cri = (— 2) 'n/(R- 1)1, 


Cha = (= 2) 30? — 3n + 2k — 4}/(k — 2)1, 
Ù 
= > cof, | . 
有 时 我 们 还 需要 Krawtchouk 多 项 式 的 某 些 递归 关系 。 最 重要 的 


I am 二 


1) 这 最 后 一 个 表达 式 是 译 者 加 的 .一 一 译 者 注 


pt tet Ft em 


(1.2.9) (k + 1 )Kz+ Cæ) = {k + (q4 — 1)(2 — k) 一 qx} 
Kae) — (q — De — k + VK). 

这 是 容易 证 明 的 ;我 们 在 (1.2.3) 的 两 边 对 WRA (1 + (9 
一 1)z)(1 一 z). 比较 系数 即 得 结论 .一 个 更 简单 的 练习 是 在 
(1.2.3) 中 以 x 一 1 代替 x 而 得 到 
(1.2.10) K(i) = Ki(i—1)— (q — 1)Kra Ci) 一 Krali —1), 
利用 此 去 递归 地 计算 Ki(2) 很 方便 。 

设 P(x) 是 一 个 2 次 多 项 式 ， 则 存在 唯一 的 展开 式 
(1.2.11) P(x) = >) aK), 


ERZ% P(x) 的 Krawtchouk 展开 式 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 若干 以 后 要 用 的 性 质 ， 它 们 都 是 正 交 多 
项 式 的 一 般 定理 的 特殊 情形 。 首 先是 Christoffel-Darboux 公式 


(1.2.12) Krn K) 一 Ka) Kan) 
yY— x 


-27 ) > EG) («)K; S29 


ee) 


利用 递归 关系 (1.2.9) 和 归纳 法 ,可 以 得 到 十 分 重要 的 Kr(x) 零点 
的 交错 性 质 : 
(1.2.13) Ki) 在 (0, n) 内 有 有 个 实 零点 ; BENE n 过 vi 一 
e.. < Ubs 而 且 Wy << Ug eee < Hki 是 Ki_i(%) 的 零 
FA» Sill 
O< ay oa Rl Oc, 
下 述 性 质 还 是 由 (1.2.3) 经 丙 个 级 数 相亲 得 到 (我 们 了 4 一 2): 后 
x=0,1,2,---,2, Wi 


(1.2.14) K;(#) K(x) = > æK r(x), 
k=0 
其 中 


eo 18 © 


(i + j- “oae — s k)/2 ). 
在 第 七 章 我 们 需要 关系 式 : 


z 
(1.2.15) 之 K(x) = Kile — 13 72 一 1，9)。 


替换 (1.2. Dive. 改变 求 和 顺序 ,然后 利用 


C-C JET | NGD, 


即 证 得 上 式 . 我 们 把 Klr 一 1; n— 1, q) WE pi). 
§13 组 合 tt 


| 在 若干 章节 中 ， 我 们 要 使 用 组 合 论 的 概念 和 结论 。 这 一 节 我 
们 仅 回 顾 一 些 定义 和 一 个 定理 . 不 熟悉 这 一 数学 领域 的 读者 可 参 
#2 M. Hall 的 《组 合 论 3》[32] 一 书 . 

(1.3.1) 定 义 . 设 5S 是 一 个 含 v 个 元 素 的 集合 ,有 否 是 以 5 的 子 集 为 
元 素 作 成 的 集合 (这 些 子 集 称 为 (区 ) 组 ), 使 得 

(i) 对 于 每 个 BEB, |B| =k, 

Gi) 对 于 每 个 满足 |T] =: 的 TCS, BHA 个 组 总 使 得 
TCB, 
那么 ,对 (S, B) 称 为 一 个 -设计 ( 记 为 :-(v,《，4))。 5 的 元 
素 称 为 该 设计 的 点 。 若 1 一 1, 设计 称 为 Steiner Re 

!- 设 计 常 常用 一 个 关联 矩阵 A RR, AA | BAT ISI 列 , 并 以 
组 的 特征 画 数 作为 它 的 行 | 
(1.3.2) 定 义 ， 具有 参数 (+,436,7,4) 的 区 组 设计 是 一 个 满足 
1 且 | 一 和 的 2-(, 1)。 对 于 每 个 点 ， 有 > 个 组 包含 该 点 。 如 
R 2 一 >， 那 么 这 个 区 组 设计 叫做 对 称 的 . 
(1.3.3 EX. 7 阶 射 影 平 面 是 一 个 2- (#+n+1, ntl, 1), 
在 这 种 情况 下 ， 组 叫做 该 平面 的 线 . # 阶 射影 平面 记 作 PG(2， 
nh. 
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oomi Eng errr cunt, rd A EE A eri er Rare = ES 


(1.34) 定义 。 域 RW 上 的 m 维 仿 射 几何 是 向 量 空间 (Rs)”"( 披 们 用 


符号 AG(m, 9) 表示 仿 射 几何 )， 一 个 不 维 仿 射 子 空 间或 三 平坦 
Ek RES GRE RN. E k= m 一 1, 我 们 称 这 

个 平坦 为 超 平 面 ， 由 Fs)” 的 线性 变换 及 向 量 空间 的 平移 生成 的 
群 叫做 仿 射 变换 群 ， 并 记 作 AGL(m, q). 5 1.1 中 定 义 的 仿 射 置 
PRA m 一 1 时 的 情形 . Fe 上 的 维 射 影 几何 (记号 PG(m, 4)) 


由 AG(m + 1, q) 的 线性 子 空间 组 成 . 称 工 维 子 空间 为 点 ，2 维 
为 线 ,等 等 . 


我 们 举 一 个 例子 。 考虑 AGG, 3)， 它 有 27 个 点 ， > (27 — 


1) = 13 条 线 过 点 (0, 0, 0) 和 13 个 平面 过 点 (0, 0, 0) .这 13 条 
线 是 PG(2, 3) WA”, m AGC, 3) 中 的 13 个 平面 是 这 个 射 
影 几何 的 “ 线 ”。 显 然 , 这 是 一 个 2-(13, 4, 1). 当 说 到 PG (m, q) 
中 某 个 点 的 坐标 时 , 我 们 总 是 指 在 AG(m 十 1, 9) 中 任意 与 之 对 
应 的 非 零 点 的 坐标 。 因 此 ,在 PG, 3) 这 个 例子 中 , 三 元 组 (1， 
2, 1) 和 (2, 1, 2) 代表 PG(2, 3) 中 同一 个 点 的 坐标 ， 
(1.3.5) 定 义 . 一 个 以 十 1 和 一 1 HER WE HH =n] 的 * 阶 
ÞE H, RA Hadamard 和 矩阵. 
(1.3.6) 定 义 . 一 个 对 角 线 元 素 为 0， 非 对 角 线 元 素 为 十 1 或 一 1， 
且 使 得 CCT 一 (2 一 1)7 的 7 NHE CERA Conference H. 
有 几 种 人 们 熟知 的 构造 Hadamard 矩阵 的 方法 ， 其 中 之 一 - 基 
于 所 谓 的 矩阵 之 Kronecker 积 , 定 义 如 下 : | 
(1.3.7) 定 义 . 设 4 是 以 ai; HICK mxm 矩阵 ,83 是 一 个 nxn 
矩阵 , 则 Kronecker 积 AWB 是 由 下 式 给 出 的 一 个 mn X mn i 
陈 | 
auB ayB-++ainB 
AQB: = anB "aB - » Aam B l 
AmB dmaB ` **°ammB 


不 难 证 明 ,Hadamard 矩阵 的 Kronecker 积 仍然 是 Hadamard 
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， L) 出 发 ,我 们 可 以 得 到 序列 H, Her 
HY 一 有 ;3H;,， 等 等 。 这 些 和 矩阵 将 出 现在 本 书 的 若干 地方 (有 时 
AAI). 

另 一 个 最 著名 的 构造 方法 属于 R.E. A. Paley ( 见 Hall[32]), 
设 4 是 一 个 奇 素数 的 方 帘 , 我 们 定义 Fe LAR X 为 X(0): 一 0; 
A(x) = 1 Bx 是 非 零 平方 元 ; X(x) 一 一 1 其它。 注意 Xx 限制 在 
Fo 的 乘法 群 上 是 一 个 特征 标 。 以 任何 方式 排列 Fs 中 元 素 : a， 
qi 04，609_1， 其 中 a 0, 
(1.3.8) 定 理 . 4 阶 Paley Fae S 定义 为 S: = XCa; — a;), BR 

Gi) SJ = JS=0, 

Gi) SST = gI — J, 

Gi) S7 = (— 1)6 528. 

如 果 我 们 取 这 样 一 个 矩阵 S, 按 如 下 作 g + 1 BRE C 
0 1 1..1 


AM. 从 AM: =( 


-一 上 
则 c 是 一 个 9 十 1 阶 Conference WR. FF q = 3(mod4)， 则 我 
们 可 以 考虑 H: 一 1 十 C。 因为 一 1 在 Fs 中 不 是 平方 元 ， 所 以 
CT 一 一 CC、 从 而 我 们 君 到 五 是 一 个 4 十 1 Hadamard 36, 
(1.3.9) 例 。 存 在 一 个 12 ft Hadamard 和 矩阵。 它 可 由 在 定理 1.3.8 
HR 4 一 11， 并 如 上 构造 而 得 。 我 们 称 其 为 Ha. 


514 概率 it 


设 x 是 一 个 可 以 取 有 限 个 值 x;, x;,*…* 的 随机 变量 。 象 通常 
一 样 , 我 们 用 Pi 表示 x EF x; ROME 48, BH p(x = xi) = Pi. XR 


e Zi œ 


均值 或 期 望 ( 值 ) 是 wt = 8 (x): = D pies. 


若 g 是 定义 在 x 的 值 域 上 的 函数 ,那么 , 2 (g(x)) 一 D pi 
g(xi)。 我 们 将 利用 一 些 熟 知 的 性 质 ; 如 
= Elaxt by) =~ ag (x) + bE (ly). 
标准 差 o 和 方差 定义 为 : w= (x), | 
aim D) pi — w= E(x aY, (o> 0), 
我 们 还 需要 若 于 关于 2 维 分 布 的 结论 ， 记 pi: 一 P(x a 
Ny =i), pit = Pa 一 x) 一 Pij. 条 件 概 率 记 为 P(x 一 


xi\ y = Y) = pi;/p;。 我 们 说 x 和 yy 是 独立 的 ， 如 果 对 所 有 的 i,j 
都 有 zi = p;p;。 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 


£ (xy) 一 >, Pijx:Y i = &(x)&(y). 


所 有 这 些 事实 都 可 以 在 概率 论 的 标准 教科 书 中 找到 (例如 W. 
Feller [21]), 下 述 结论 (将 在 第 二 章 中 用 到 ) 也 不 例外 . 
(1.4.1) 定 理 (Chebyshev 不 等 式 )。 设 x 是 一 个 随机 变量 ， 其 均值 
为 es FIA P, MRE k> 0, 
P(x — al > ko) < k>. 
在 下 一 草 中 起 最 重要 作用 的 分 布 是 二 项 分 布 . 这 里 x 取 值 为 


0,1l,- np ) par, 其 中 0 兰 p 志 1, gq: 一 1 


一 p， 对 于 这 个 分 布 我 人 [有 m= np, = npp) 
项 分 布 系数 的 一 个 重要 工具 是 下 述 定 理 . 
(1.4.2) 定 理 (Stirling 公式 ). 


log n! = (n+ 1) togn — n + + log Qn) + 0(1), (n> 0) 


= nlogn — n + O( logn), . . = (a> œ). 
另 一 个 关于 二 项 系数 的 十 分 有 用 的 引 理 是 
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g> = TH EH 


manama 
-一 


G.4.3) 引 理 ， 我 们 有 
n p” 
(z) DTE 


En 
n” = {m + (n—m)}" > (a) m”(n — m), O 


LEER MSZ TERRA SERR, MAZ 
函数 ,通常 记 为 已。 在 (5.1.5) 中 我 们 还 将 把 它 从 二 元 推广 到 4 元。 
下 面 的 对 数 以 2 为 底 . 

(1.44) EX. CRRA EMH 
H(0): = 0, 
HCx): = —xlogx — (1 — xr) log(1 — x), 
(0<*< 1/2), 


(1.4.5) 定 理 . W<< MG 


@ DF ("<2 
Cin \ 4 


Gi) lim 2 log SY (7) = H(A). 
12 <> Kicn i 


证 明 . 
(G) 1 一 {4 十 (1 一 4)}” > >> (7) #a aye 


Ocigin \ f 


> Beery 


=n 28H) > ( ). 
oiin \ 1 


Gi) 记 m: = Lån], W) m = în + O(1), 27-0, AEH 
EM 1.4.2 我 们 看 到 


n` log > ( zn 'log (”) 
. m 


Uni SAn i 


` = p '{nlogn — mlogm — (n — m) 
+ log(n — m) + o(n)} 
一 logn — Alog(an) — (1 — 2) log ((1 —2)n)+ o(1) 
= H(i) + o(1), n> 00. 


由 (i) 即 得 结论 . 口 
° 24 bd 
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第 二 章 Shannon 理论 
$21 5| 言 


本 书 将 对 纠 错 编码 理论 的 数学 方面 作 一 介绍 。 这 一 理论 应 用 
于 具有 下 述 共同 特征 的 许多 情况 : 来 自 某 个 信 源 的 消息 通过 一 个 
噪声 信道 送 到 收 方 。 例 如 电话 交谈 存储 设备 (如 为 计算 机 输送 储 
存 信息 的 磁带 元 件 ) ,电报 等 。 下 面 则 是 一 个 典型 的 近期 例子 。 很 
多 读者 可 能 看 到 过 航海 者 号 ,旅行 者 号 等 人 造 卫 星 拍摄 的 火星 , 土 
星 以 及 其 它 行星 的 精彩 照片 。 为 了 把 这 些 照 片 送 到 地 球 上 ， 在 由 
片上 要 搁置 一 块 精制 的 带 方 格 铁 片 ， 铁 片 的 每 个 方 格 的 明暗 程度 
用 比方 说 0 一 63 个 等 级 标 出 ， 这 些 数 用 二 进 制 表示 ,也 就 是 说 ,每 
个 小 方 格 对 应 一 串 长 为 六 的 0 和 1 的 数 。 0 和 1 作为 两 个 不 同 的 
信号 传送 到 地 球 上 (在 Pasadena 的 加 州 理工 学 院 喷气 动力 实验 
室 )， 信 号 到 达 地 面 时 十 分 微弱 ,因此 必须 放大 ， 由 于 热 噪声 的 影 
响 , 偶 而 会 发 生 这 种 情况 : 信号 发 出 时 为 0, 但 接收 器 却 译 成 了 1; 
或 者 反之 。 如 果 上 述 提 到 的 0 和 1 的 6 元 组 就 这 样 传送 ， 那 么 接 
收 器 的 错 译 会 对 照片 产生 很 大 影响 。 为 了 避免 这 一 缺点 ， 在 信号 
中 加 入 了 所 谓 的 多 余 度 ， 也 就 是 说 ， 被 传送 的 序列 所 包含 的 内 容 
多 于 必须 的 信息 。 我 们 在 日 常用 语 中 已 经 熟悉 多 余 性 的 原则 了 . 
英语 语言 中 的 词 只 是 所 有 可 能 的 字母 (符号 ) 吕 的 一 小 部 分 ， 所 以 


”我 们 能 辨认 出 一 个 较 长 的 词 中 出 现 的 一 个 印刷 错误 。 这 是 因为 这 


个 词 显得 更 接近 那个 正确 的 词 ， 而 对 我 们 所 知道 的 其 它 词 就 不 那 
么 接近 。 这 是 本 书 论 述 的 理论 的 实质 。 在 上 述 例子 中 ， 读 者 改正 
印刷 错误 。 一 个 更 合适 的 噪声 信道 的 编码 例子 是 用 于 计算 机 纸 带 
上 的 系统 。 为 了 表示 32 个 不 同 符号 , 可 以 用 0 和 1 的 5 元 组 ( 即 
0 到 31 到 二 进 制 表 示 )。 在 实际 应 用 中 ， 我 们 在 5 元 组 中 加 进 -- 
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个 多 余 比特 (二 元 数字 )， 使 得 到 的 6 元 组 含 偶数 个 1。 使 用 这 种 
纸 带 的 计算 机 极 少 出 现 错误 ， 但 也 有 可 能 偶尔 出 现 一 个 不 正确 比 
特 ， 这 时 6 元 组 的 奇偶 性 就 错 了 ， 即 含 奇数 个 1。 在 这 种 情况 下 ， 
机 器 停止 工作 (因为 它 检 测 到 一 个 错误 )。 这 是 一 个 所 谓 单一 差 氏 
检测 码 的 例子 ， ne 

我 们 上 面 提 到 在 照片 传送 中 (例如 航海 者 号 1909), 0 和 1 的 
6 元 组 用 更 长 的 0, 1 串 (我 们 总 是 称 之 为 字 ) 来 代替 。 事实 上 , 航 
海 者 号 所 用 的 字 由 32 个 符号 组 成 ( 见 [56])。 此 时 ,读者 可 能 已 经 
知道 ,人 们 设计 了 某 种 装置 ,用 以 把 64 种 可 能 的 信息 串 (0 和 1 的 
6 元 组 ) 改变 为 64 个 可 能 的 码 字 (0 和 1 的 32 元 组 ). 这 种 装置 叫 
做 编码 器 . 码 字 通过 编码 器 传送 出 来 。 我 们 把 随机 干扰 ， 即 差错 
看 成 是 加 到 信息 上 的 某 种 东西 ( 模 2 加 ). 

在 接收 端 ,一 个 叫做 译 码 器 的 装置 把 32 元 组 译 成 6 元 组 。 但 
如 果 收 到 的 不 是 允许 的 64 个 码 字 之 一 ,那么 译 码 器 先 将 它 译 成 与 
其 最 象 的 那个 码 字 ,然后 确定 对 应 的 6 元 组 ( 铁 片 一 个 格子 的 黑色 
程度 )。 我们 刚刚 描述 的 这 个 码 具 有 人 性质: 如果 32 个 符号 中 的 差 
错 不 超过 7 个 ,那么 译 码 器 总 能 作出 正确 的 选择 。 当 然 , 我 们 必须 
认识 到 ,为 了 获得 这 种 改正 差错 的 能 力 而 付出 的 代价 , 即 传送 一 张 
照片 所 需要 的 时 间 是 没有 编码 时 的 5 倍 多 。 图 1 是 上 述 过 程 的 一 
个 模型， 


编码 器 信道 “ 译 码 器 
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图 1! 
在 本 书 中 ， 我 们 的 兴趣 主要 在 于 构造 和 分 析 好 码 。 在 一 些 情 


况 下 ,我 们 也 讨论 译 码 的 数学 问题 ,但 不 考虑 如 何 实现 ， 即 使 对 于 
同一 个 码 C， 都 会 有 许多 不 同 的 方法 设计 译 码 器 的 算计 ， 一 个 完 
全 的 译 码 算法 把 每 个 可 能 收 到 的 字 都 译 成 某 个 码 字 ， 在 有 些 情况 
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下 ， 包 我 们 很 不 希望 出 现 译 码 沽 错时 ， 不 完全 译 码 算法 反而 更 可 
取 。 这 种 算法 能 纠正 含 少量 差错 的 消息 ， 而 对 于 其 它 可 能 接收 到 
的 消息 将 出 现 译 码 故 障 ,此 时 , 译 码 器 或 者 忽略 这 个 消息 ,或 者 (可 
能 的 话 ) 请 求 再 发 。 另 生 种 区 分 方法 是 所 请 的 难以 确定 和 容易 确 
定 。 这 是 有 关 接收 符号 的 译 解 的 . 对 于 大 多 数 接收 符号 ， 译 码 器 
可 以 毫 无 疑问 地 确定 它 们 是 0 还 是 1; 然 和 有 些 情形 就 不 是 这 么 回 
事 了 ,于 是 我 们 宁愿 记 一 个 ? 而 不 去 断定 这 个 符号 是 0 还 是 1. 这 
KARHE AMR. 


Shannon 理论 介绍 . | 


| 为 了 使 读者 对 编码 理论 的 起 源 有 个 较 好 的 认识 。 我 们 考虑 下 
面 的 实验 . 
我 们 在 一 个 房间 里 ,有 人 正 以 每 分 钟 : 次 的 速度 擅 一 枚 硬币 . 
房间 用 电话 线 与 另 一 个 房间 相连 ， 假 定 我 们 可 以 在 这 个 信道 上 传 
送 两 个 不 同 符号 , 称 之 为 0 和 1. 信道 是 有 干扰 的 , 设 接 收 端 把 传 
送 的 9 译 为 1 或 把 1 译 为 0 的 概率 均 为 p。 这 种 信道 称 为 二 元 对 
称 信道 ( 简 记 为 B. S. C.)。 进 一 步 假设 信道 每 分 钟 能 处 理 21 个 符 
号 ,而 且 如 果 都 硬币 进行 了 分 钟 , 那 么 信道 可 以 使 用 了 分钟， 出 现 
正面 时 我 们 传送 一 个 0, 出 现 反面 则 传送 一 个 1、 在 接收 端 , 接收 
信息 不 正确 的 概率 为 小 数 p。 现在 ， 如 果 没 有 上 面 规定 的 时 间 限 
制 ,我 们 可 以 达到 任意 小 的 差错 概率 .方法 如 下 : 设 N 是 奇数 , 则 
我 们 传送 N 个 0 (或 1) 而 不 是 一 个 0 (或 1)， 接收 器 考虑 所 收 到 
的 Y 元 组 ， 把 它 译 成 出 现 次 数 较 多 的 那个 符号 .这 个 码 叫 做 长 为 
N 的 重复 码 , 它 由 两 个 码 字 册 0 一 (0，0，……， 0) 和 1 一 (1， 1,…, 1) 
组 成 ， 作 为 例子 ,我 们 取 P= 0.001, 则 译 码 器 出 现 一 次 错 译 的 慨 
率 为 
(2.11) 5 (Y) en < (0.07, GAE q:=1 — P), 
o<ken/2 \R : 
当 N 一 co 时 这 个 概率 趋 于 0((2.1.1) 的 证 明 是 练习 2.4.1), 
由 于 受 时 间 限 制 ， 我 们 遇 到 了 严重 问题 ! 把 每 个 符号 发 送 两 
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次 而 不 是 一 次 是 毫 无 意义 的 。 C. E. Shannon ( 见 [621) 的 一 个 十 
分 著名 的 定理 说 ,在 这 里 所 述 的 情况 下 ,我 们 仍然 可 以 在 接收 端 获 
得 任意 小 的 差错 概率 。 证明 将 在 下 市 给 出 ， 但 是 证 明 的 基本 思想 
可 从 下 面 得 到 .我 们 按 下 述 方 蒜 传 送 部 两 次 便 币 的 结果: 
正面 ,正面 一 > 0 0 0 0, 
正面 ;反面 一 > 011 1, 
到 面 : 正 面 一 ”10 101， 
反面 ,反面 一 > 1 1 1 0. 
我 们 看 到 前 面 两 个 传送 符号 是 实际 信息 ,后 两 个 是 多 余 的 . 译 
码 器 使 用 下 列 完全 译 码 算法 若 收 到 的 4 元 组 不 是 上 述 之 一 ， 则 
假定 第 4 个 符号 是 正确 的， 而 前 三 个 符号 中 有 一 个 差 锚 。 任 何 收 
到 的 4 元 组 都 可 以 唯一 译 解 出 来 ， 如 果 上 述 假定 为 真 ， 则 结果 是 
对 的 .未 经 编码 ,两 个 结果 正确 接收 的 概率 为 4 一 0.998 ,而 用 上 
述 方法 编码 后 其 概率 为 + 3p = 0.999, 左边 第 二 项 是 收 到 
的 字 售 一 个 错 、 且 不 在 第 4 位 的 概率 ， 因 此 ,我 们 有 了 一 个 很 好 的 
改进 ， 而 且 得 来 容易 ， 时 间 的 要 求 也 满足 了 . 我们 把 上 述 思 想 推 
广 到 一 次 传送 掷 三 次 硬币 的 结果 。 此 时 我 们 要 传送 的 信息 是 0 和 
1 的 3 元 组 ,譬如 (ay a;, as), 不 过 实际 传送 的 不 是 3 元 组 ,而 是 
6 元 组 (4@1,-…, 4s), 其 中 as 一 aa 十 O35 as: =a, T a3, agi = ay + 
a MEH 2)。 我 们 已 经 构造 了 一 个 由 八 个 码 字 组 成 的 码 ， 码 字 
长 为 6。 如 前 所 述 , 我 们 把 干扰 看 成 是 加 到 信息 上 的 某 种 东西 ,六 
收 到 的 字 b 是 ate, Kp e= (en erts e) 称 为 差错 模式 
(差错 向 量 )。 我们 有 | 
e, +t e, te = bi t b, + b, =S, 
ei t e + es = bi + hb, + bsi =s, 
ei t e beg = bi + b t bi = s. 
Al Be om ALES b, 所 以 也 知道 S19 Sao 53. 给 定 Sis S29 $3 EE 译 码 
器 必须 选择 最 有 可 能 的 差错 模式 e 使 其 满足 三 个 方程 。 最 有 可 能 
的 差错 模式 就 是 含 符号 1 最 少 的 e。 我们 容易 看 到 , 若 Cis sas s3) 
x (1, 1, 1), N e 的 选择 是 唯一 的 、 若 Gu sss) =C, 1, 1)， 
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则 译 码 器 必须 选择 (1, 0, 0, 1,0,0), (0,.1, 0, 0, 1, 0), (0,0, 
1, 0, 0, 1) 这 三 种 可 能 之 一 作为 e。 我 们 看 到 含 一 个 错 的 差错 模 
式 可 以 正确 译 解 ， 在 所 有 其 它 差错 模式 中 ， 有 一 个 含 两 个 错 的 可 
MERER. DEENEN, SAES as as a 部 能 正确 译 解 的 
概率 是 
| qs 十 erp + qip = 0. 999986, 
这 已 经 是 一 个 巨大 的 改进 了 . 
通过 这 段 介绍 ,读者 不 难 理解 编码 理论 的 下 列 重要 概念 
(2.1.2) 定 义 . 若 码 C 由 长 为 * 的 字 组 成 , 则 
RR:= glog] Cl. 
称 为 这 个 码 的 信息 率 (或 简称 ( 码 ) 率 )， 
_ 码 率 的 概念 与 上 面 讨论 的 关于 传送 信息 所 需 的 时 间 有 关 。 在 


约 带 的 32 个 可 能 字 的 例子 中 , 码 率 是 5 ， 航海 者 1969 使 用 了 人 
By É 的 码 ,这 与 我 们 所 说 的 传送 信 息 所 需 时 间 是 没有 编码 时 
的 5 倍 多 是 一 臻 的。 定义 信息 率 前 举 的 例子 中 , R= 二 


我 们 曾 提 到 航海 者 1969 使 用 的 码 具有 性 质 : 接收 端 能 改正 
不 多 于 7 个 错误 的 任何 接收 到 的 字 。 这 之 所 以 可 能 是 因为 任何 两 
个 不 同 的 码 字 至 少 有 16 个 位 置 相 异 . 因此, 含 少 于 8 个 错误 的 接 
收 到 的 字 与 任何 其 它 码 字 相 比 ， 更 象 所 要 的 那个 码 字 . 这 导致 下 
述 定义 : | 
(2.1.3) 定 义 . Hx My 是 两 个 0 和 1 的 ”元 组 , 则 我 们 说 它们 的 
Hamming 距离 (通常 简称 距离 ) 是 

d(x, y): = till <icn, m yl, 


(网 (3.1.1).) | 

“我 们 前 面 讨论 的 由 长 为 6 W/O EHR RR C RHEEN 
个 不 同 码 字 之 间 的 臣 离 至 少 为 3 的 性 质 。 这 就 是 为 什么 它 能 纠正 
一 个 差错 的 原因 所 在 。 这 个 码 是 单一 纠 错 码 .， 


+ 29 « 


Pap rar rama hh mre EI HRY ne 


我 们 所 遵循 的 译 码 原则 基于 两 个 假设 .首先 我 们 候 定 在 通信 
过 程 中 ,所 有 码 字 都 是 等 可 能 的 ; 其 次 我 们 利用 了 下 列 事实 , 即 车 
mm > may SS mn 个 错 的 差错 模式 比 合 个 错 的 差错 模式 出 现 的 
可 能 性 要 小 . 

这 意味 着 如 果 收 到 y 则 我 们 要 找 一 个 码 字 x 使 得 a(x, y) 
最 小 、 这 一 原则 叫做 极 大 似 然 译 码 法 . 


E § 2.2 Shannon 定理 


现在 我 们 将 就 $ 2.1 所 给 例子 的 情形 叙述 并 证 明 Shannon 定 
理 ， 先 叙述 问题 我们 有 一 个 二 元 对 称 信道 ， 接 收 一 个 符号 出 现 
错误 的 概率 为 p ( 仍 记 9:=1 一 ?)， 假 定 我 们 使 用 的 是 一 个 长 为 
n, 由 M 个 码 字 组 成 的 码 C, 并 且 每 个 码 字 的 出 现 是 等 概率 的 。 设 
Kis xX， Xu 是 码 字 , 我 们 用 极 大 似 然 译 码 法 。 令 Pi 是 传送 x 
作出 不 正确 决定 的 概率 .在 这 种 情况 下 ， 一 个 接收 字 的 错误 译 码 
RH 


(2.21) Pe:=M”™! S Py, 
现在 考 弄 所 有 可 能 的 具有 给 定 参 数 的 码 CE 
(2.2.2) P*(M,n, P): =P. 的 极 小 值 . 


(2.2.3) 定 理 (Shannon 1948), #0<R<1+ ploge + qlog4, 

H M: = 20, M) P*(M,, n, P) 0, H a> 0, 
(这 里 所 有 对 数 以 2 HER RNB. L-PPT P= 

0.001, 即 1 + plog? + qlogq 很 接近 1. 在 实验 中 要 求 码 率 至 少 


为 于， 我们 看 到 对 于 © > 0 和 充分 大 的 ”存在 长 为 ”的 码 CoH 


码 率 接近 1, 且 使 得 Pc <e (当然 T 太 小 时 码 长 不 能 大 大 ). 
在 给 出 定理 2.2.3 的 证 明之 前 ,我 们 先 处 理 若干 后 面 要 用 的 技 
术 细 节 . 
出 现 w 个 错 的 差错 模式 的 概率 是 pv’, BREN, BAR 
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MIF w。 我们 注意 到 传送 x, WB y 的 概率 ( 记 作 P(y|x))- 等 于 
P(x|y). 

一 个 接收 字 中 的 差错 个 数 是 一 个 随机 变量 ， 其 期 望 值 是 np, 
方差 是 np — p). A b:=(np(i—p)/(e/2)), Wey Chebyshev 
不 等 式 (定理 1.4.1) 我 们 有 


(2.2.4) Pw > np+ by< > e. 


因为 一 二 ,所 以 当 n 充分 大 时 p: 一 Lnp + 外 小 于 去 n, 设 
B(x) 是 满足 d(x, y) < p 的 字 y 的 集合 ,那么 
n 1 n 
2.2.5 B = <—n 
(2.2.5) | B,(x)| D) ; (") 
<tn .1 
2 e’(n 一 P) 2 
( 见 引 理 1.4.3)， 集 合 B(x) 通 箭 称 为 以 于 为 中 心 ， 以 。 为 半径 
的 球 ， 
我 们 要 用 到 下 列 估计 : 


(2.2.6) 2 tog & = + Lap + bj log LP FOI 
n n n n 


= plog p+O(n"), 


(1 — 2)iog(1 一 2) = q logg + O(n"), (n —> œ). 
n ona) 


最 后 ,我 们 引进 几 个 在 证 明 中 有 作用 的 函数 。 设 
uc{0, 1}*, we {0,1}*, 


则 | 

i 0, 若 d(u, v) > P> 
(2.2.7) f(a, v): = 7 4 d(u, v) <S pe. 
Hoe CC, yelo, 1}, Wy 


(2.2.8) gly): =1—fly, x;) + >> f(y, *)). 


注意 : WR x, 是 唯一 使 d(x; y) SP 的 码 字 , 那么 gi(y) 一 0， 
否则 gly) > 1, ) 
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定理 2.2.3 之 证 明 。 在 Shannon 定理 的 证 明 中 ， 我 们 (独立 
地 ) 随 机 选取 码 字 X, xs …，xKw。 我 们 按 下 述 方法 译 码 。 设 收 到 
y, 若 恰 好 存在 一 个 码 字 x 使 得 d(x,y) <0, BART y 译 为 
x, 否则 我 们 声明 有 一 个 错 ( 如 果 必 须 译 , 我 们 总 译 为 x). 
S Pj; 定义 如 上 上 。 我们 有 
P< >} Plylx)gi(y) 


yew” 


= >) P(y|x,) {1 —fly, x,)} 
+ >) >) POLIC., x). 
y fe 
这 里 右边 第 一 项 是 接收 字 y 不 在 B,(x;) 中 的 概率 ,由 2.2.4) 这 


Pe<< 了。 十 M` > > 2 PCy |x) fy, x). 


=1 y ii 


证 明 的 要 点 是 下 列 事实 ，P*(M , n, P) 小 于 所 有 可 能 的 随机 选取 
ian 从 而 得 


P*(M, n, p)<—e+M™ 5 5S >),，@(P(y|z))G( 帮 yi)) 


i =1 y i*i 


EE R EEE: {el 


= y ii 
一 于 se 十 (M —1)27*|B,|. 
我 们 取 对 数 ,再 应 用 (2.2.5) 和 (2.2.6), 最 后 除 以 n, 结果 为 
Jp ilog (Pr(M, n, Pp)— = 8 ) < n log M 
— (1 + plogp + qlogq) + O(n-*), 
用 M =M, 蔡 换 右边 ,并 利用 R 的 限制 条 件 ,我 们 得 到 ,对 于 > 


ha 
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n log (P*(M ny P) 一 > e ) <—p <), 
即 P*(M, n, p) < Ze + 27, 


这 就 证 明了 定理 . 
§2.3 i 注 


C. E. Shannon 的 “通信 的 数学 理论 ”一 文 标志 了 编码 理论 的 
开端 。 因 为 定理 证 明了 好 码 是 存在 的 ， 人 们 就 很 自然 地 试图 去 构 
造 这 些 码 . 但 是 这 些 码 通常 只 能 使 用 在 很 小 的 电子 设备 中 ， 所 以 
大 家 又 特别 感 兴趣 于 那些 具有 较 多 结构 ， 而 译 码 算法 相对 简单 的 
码 . 在 后 面 几 章 中 我 们 会 看 到 ， 要 想 获 得 规律 性 很 强 的 码 而 不 失 
去 定理 2.2.3 所 示 性 质 是 多 么 困难 . 我 们 知道 ,编码 理论 应 用 的 一 
个 重要 领域 是 电话 通信 ， 所 以 读者 在 本 书 中 将 会 看 到 的 许多 名 字 
是 贝尔 电话 实验 室 (Bell Telephone Laboratories ) 以 前 的 研究 人 员 的 
ZF. Be Shannon 外 ,还 有 Berlekamp, Gilbert, Hamming, Lloyd, 
MacWilliams, Slepian 和 Sloane 等 。 因此 毫 不 奇怪 ， 大 量 编码 理 
论 的 早期 文献 可 以 在 贝尔 系统 技术 杂志 (Bel System Technical 
Journal) 上 找到 。 作者 的 大 部 分 编码 理论 方面 的 知识 就 是 在 对 由 
尔 实 验 室 的 多 次 访问 中 获得 的 ， 在 此 深 表 感 激 ， 如果 读者 对 航海 
者 1969 使 用 的 码 的 细节 有 兴趣 ,可 参考 文献 [56]. 

查阅 一 下 参 芳 文献 ,读者 可 以 看 出 ， 人 迄今 为 目的 许多 年 来 , 编 
码 理论 的 最 重要 的 结果 都 发 表 在 IEEE 信息 论 学 报 (JIEEE Tran- 


sactions on Information Theory) E. 


§2.4 [A] 题 


2.4.1, 证 明 (2.1.1 )， 
2.4.2。 考虑 $ 2.2 搓 硬 币 实验 所 述 的 长 为 6 的 码 ， 我 们 证 明了 一 
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2.4.4, 


AS FEC TE EAE Eg’ + 6r tgh. 现在 假定 
FR ARNRRASTEKSOM=EHTAS (IMS 
验 的 信息 )， 试 求 序列 中 有 一 个 符号 出 错 的 概率 ( 称 为 符号 
差错 概率 ,没有 编码 时 为 p). 


。 构造 一 个 长 为 7、 含 8 个 字 的 码 , 使 得 任意 两 个 不 同 码 字 之 
间 的 距离 至 少 是 4. 试 就 差错 概率 为 p 的 B. 5. C. 求 出 一 


个 接收 字 正 确 译 解 的 概率 . 
已 知 一 个 二 元 信道 正确 接收 一 个 传送 符号 的 概率 为 I= 
0.9, 而 出 现 一 个 删除 ( 即 收 到 ?) 的 概率 为 ? 一 0.1， 我 们 希 


望 在 这 个 信道 上 使 用 一 个 码 率 为 > 的 码 .。 问 如 果 我 们 重 


复发 送 每 个 符号 ， 正 确 译 码 的 概率 是 否 增加 ? 是 不 是 有 可 
能 构造 一 个 长 为 6、 含 8 个 字 的 码 , 使 得 出 现 两 个 删除 没有 
什么 影响 比较 这 两 个 码 正 确 译 码 的 概率 . 《假定 接收 端 
不 能 用 猜 符 号 的 方法 改 掉 删 除 .) 
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第 三 章 线 性 B 
§31 分 组 B 


本 章 我 们 假定 信息 是 用 含有 4 个 不 同 符号 的 字母 表 Q 进行 纺 
码 的 一 个 码 称 为 分 组 码 (或 简称 组 码 )， 如 果 编 了 码 的 信息 能 分 
成 7 个 符号 一 组 , 且 每 组 能 独立 地 进行 译 码 、 这 些 组 就 是 码 字 , 
叫做 分 组 长 度 或 字 长 (或 就 叫 长 )， 第 二 章 举 的 例子 都 是 组 码 ， 在 
第 十 一 章 中 我 们 将 简单 地 讨论 一 个 完全 不 同 的 系统 ， 叫 做 卷 积 编 
码 ， 在 这 种 系统 中 ,我 们 把 一 个 无 限 信息 符号 序列 i, fas dao +> Mi 


码 成 另 一 个 无 限 信息 符号 序列 ， 例 如 对 于 率 去 的 码 ,我 们 可 以 有 


iss tty ias ++ —> fos ios ts tyes HUE hsi tersin WR 
数 。 对 于 组 码 我 们 把 (2.1.3) 推 广 到 任意 字母 表 . | 
(3.1.1) 定 义 . 设 xeO",yeo", W xM y 的 距离 d(x, 了) 定义 
为 . 
d(x, y): = |Uill<icn,a,% y;}|. 
x 的 重量 w(x) 定义 为 
w(x): = d(x, 9). 

(我 们 总 是 用 0 表示 (0, 0, …，, 0), 用 1 表示 (1, 1,…, 1).) 

(3.1.1) 定 义 的 距离 (仍然 称 为 Hamming 距离 ) 确实 是 2" 上 
的 一 个 度量 .如 果 我 们 使 用 的 信道 具有 性 质 ， Bi 位置 的 差错 不 
影响 其 它 位 置 ， 并 且 出 现 差 错 的 符号 等 概率 地 可 以 是 其 余 9 一 1 
个 符号 中 的 任何 一 个 ， 那 么 Hamming 距离 是 衡量 接收 信息 中 含 
错 内 容 的 一 个 良好 方法 ， 在 第 十 章 我 们 将 会 看 到 ,在 其 它 情 形 , 一 
个 与 此 不 同 的 距离 函数 更 为 合适 . 

在 下 文中 ,一 个 码 C 指 的 是 89" 的 一 个 非 空 真 子 集 . AlCl) 一 
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i ， 我 们 就 说 这 个 码 是 平凡 的 。 若 4 一 2、 公称 为 二 元 码 ，4 一 3 
则 称 为 三 元 码 ， 等 等 . 下 列 概念 在 本 书 中 起 着 基本 作用 ( 见 第 二 
=). 
(3.1.2) 定 义 . 一 个 非 平凡 码 C 的 极 小 距离 是 
min{d(x, y)|x« c, yE C, x* y}. 
C 的 极 小 重量 是 
min{fw(x)|xé C, x 3 0}, 
我 们 地 推广 码 率 的 概念 . 
(3.4.3) 定 义 . 着 191 =7, CCQ", iil 
R: = n 1logz|C| 
称 为 C 的 (信息 ) 率 . 
有 时 我 们 希望 知道 一 个 接收 字 距 最 近 的 码 字 究 更 有 多 远 ， 为 
此 我 们 引进 一 个 与 极 小 距离 相似 的 概念 . 
(3.1.4) 定 义 ， 着 CC9", 则 C 的 覆盖 半径 p(C) 为 
max {min {d(x, c) le € c}|xeQO"}, 
我 们 提醒 读者 ,第 二 章 中 以 六 为 中 心 ,。 为 半径 的 球 Bo(X) 定 
义 为 集合 {yc 0"1d(x,y) 和 p}. AER C 的 极 小 距离 是 使 得 球 
B,(e)，eeC 不 交 的 最 大 的 p。 而 覆盖 半径 是 使 得 0 包含 在 
B,(e), ee C 的 并 中 的 最 小 的 p。 若 两 者 相等 , 则 称 C 是 完全 码 。 
完全 码 亦 可 定义 如 下 : 
(3.1.5) 定 义 ， 一 个 极 小 距离 为 2e + 1 的 码 CCO* MRS, 
如 果 每 个 xc 2"” 都 恰 与 一 个 码 字 之 间 的 距离 <e. 
极 小 距离 为 2e 十 1 意味 着 这 个 码 是 e- 纠 错 的 。 下 述 结论 是 
显然 的 . 
(3.1.6) 球 覆盖 条 件 


若 CCO 是 一 个 完全 e- 纠 错 码 , 则 
IC] D(a- yer. 


平凡 码 显 然 是 完全 的 (虽然 对 它 无 极 小 距离 可 言 )， 第 二 章 我 
们 讨论 过 完全 码 的 一 个 简单 例子 ， 即 由 0 和 1 组 成 的 长 为 奇数 
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的 二 元 重复 码 。 
§32 线 性 码 


现在 我 们 回 到 构造 具有 某 些 代数 结构 的 码 这 个 问题 上 来 .最 
初 的 想法 是 取 一 个 群 2 作为 字母 表 , 取 O" 的 子 群 C 作为 码 . 这 种 
码 叫做 群 码 .但 在 这 一 节 (事实 上 在 本 书 的 大 部 分 ) 中 ， 我 们 要 求 
Q 有 更 多 的 结构 ， 在 下 面 , 2 是 一 个 域 Fy, 其 中 9 =P (Pp 素数 ). 
于 是 29" 是 = 维 向 量 空间 ,我 们 把 它 记 为 AOR E. 在 后 面 的 几 
章 中 .我们 有 时 要 用 到 O° 同 构 于 Fe 的 加 群 这 个 事实 ( 见 $1.1). 
(3.2.1) 定 义 . 一 个 线性 码 C 是 A O-T+REF BM. CH 
EW FE A, 则 说 C 是 一 个 [>。 41 W. 

今后 我 们 将 用 [x,*, d] 码 表示 极 小 距离 为 4, KA n H k i 
RHEI. 用 (n, M,d) 码 表示 任何 极 小 距离 为 54， 长 为 ” 且 含 M 
个 码 字 的 码 . 

(3.2.2) 定 义 .线性 码 C 的 生成 矩阵 G 是 一 个 4 x = 矩阵， 其 行 向 
量 是 C 的 一 组 基 . 

如 果 G 是 C 的 生成 矩阵 ,那么 C 一 taGlae 0t} RINA G 
是 标准 型 的 (经 常 称 为 约 简 阶梯 型 ), 如 果 G 一 (14, P) ,其 中 六 是 
XX 多 单位 矩阵 ，§ 2.1 例子 中 的 《6, 8, 3) 码 是 一 个 线性 码 ,其 生 
成 矩阵 G 一 (1, J] 一 1). 车 G 是 标准 型 ,那么 一 个 码 字 的 前 个 
符号 称 为 信息 符号 ， 它 们 都 是 可 以 随意 选取 的 ,但 一 经 选 定 ,其 余 
符号 ( 称 为 奇偶 校 验 符号 ) 便 随 之 而 确定 引言 中 提 到 的 纸 带 上 使 
用 的 码 就 有 一 个 奇偶 校 验 比 特 ( 奇 偶 校 验 这 一 名 称 由 此 而 得 )， 其 
生成 矩阵 为 G= (1s, 17). 

单 就 纠 错 能 力 而 言 ,两 个 码 Ci 和 Cs 是 一 样 好 的 ， 如 果 C3 可 
由 一 个 固定 的 符号 位 置 的 置换 作用 在 C: 的 所 有 码 字 上 而 得 到 .我 
们 称 这 种 码 是 等 价 的 。 有 时 等 价 的 定义 也 可 以 推广 到 人 允许 8 的 符 
号 的 一 个 置换 (对 每 个 位 置 )， 由 线性 代数 熟知 ,每 个 线性 码 等 价 
于 一 个 生成 矩阵 为 标准 型 的 码 ， 
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一 般 地 ,一 个 码 称 为 在 & 个 位 置 上 系统 的 (在 这 些 位 置 上 的 符 
号 叫做 信息 符号 ), 如 果 |C| 一 9*， 且 对 于 这 不 个 位 置 上 的 每 种 
可 能 选取 都 恰 有 一 个 码 字 ， 所 以 我 们 由 上 看 到 ,一 个 n, k] 码 至 
DER & 个 位 置 上 是 系统 的 。 由 于 我 们 可 以 把 信息 符号 和 多 余 符 
号 分 开 , 所 以 这 些 码 也 叫做 可 分 码 。 由 (3.1.3),[z, k] 码 的 信息 率 
Æ k/n, 这 与 = 个 符号 中 有 A 个 带 有 信息 的 事实 是 吻合 的 . 

读者 可 能 已 经 知道 * 若 C 的 极 小 中 离 4 一 2e +1, NEMA 
正 接收 字 中 直到 : MO. Bd 一 2。, 则 重量 为 。 的 差错 模式 总 
TARRAK -BMA MRCAMAE, DAMEN 


M 
(2 ) 对 码 字 才 能 找到 4, 但 对 于 线性 码 , 这 项 工作 要 容易 得 多 . 
(3.2.3) 定 理 . 线性 码 C 的 极 小 距离 等 于 极 小 重量 ， 


EH., da, y) 一 d(x 一 y,0) 一 w(x 一 y)， 且 若 xeC， 
yeC, 则 x 一 y€C。 Cj 
(3.2.4) 定 义 . BCH [x,《] 码 , 我 们 定义 对 侦 码 C+ 为 

Cty = {yc RIVxE Cix, y) = 01}. | 

对 偶 码 显然 是 线性 码 , 即 [n,n 一 《] 码 . 读者 应 注意 ， 不 要 
以 为 C+ 就 是 RR 上 向量 空间 意义 下 的 正 交 补 , 在 有 限 域 2 的 情形 ， 
子 空间 C 和 C+ 可 以 有 大 于 (Ws. 事实 上 它们 甚至 可 以 相 
等 . 当 C 一 C+ 时 , 我 们 称 C 是 自 对 偶 码 . 

Ai G= (l, P) 是 码 C 的 标准 型 生成 矩阵 ， EBA H=(— —P', 
lh) 是 C+ 的 生成 矩阵 ， 这 是 因为 了 有 合适 的 大 小 和 秩 ， 并且 
CH 一 0 意味 着 每 个 码 字 aG 与 互 的 每 行 之 内 积 为 0。 换言之 ， 
我 们 有 
(3.2.5) x€C<>xH' =0. 

由 (3.2.5), 每 个 码 字 都 必须 满足 一 《个 线性 方程 . 

若 y€ C+, WHE = y)( 它 对 于 每 个 xe C 都 成 立 ) 称 为 
i, 方程 d, = a, 43 LARRET, 

(3.2.6) 定 义 ， 设 C 是 以 互 为 奇偶 校 验 矩阵 的 线性 码 ， 那 么 对 于 任 
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È xe BO, RAK IH 是 x 的 校 验 子 . 

从 (3.2.5\ 我 们 看 到 , 码 字 由 校 验 子 0 所 刻 划 ， 在 译 解 接收 向 
量 节 时 ， 校 验 季 是 一 个 重要 的 工具 。. 这 个 思想 还 是 在 $2.1 中 用 
[6,3] 码 时 引 人 的 .因为 C 是 RP 的 子 群 , 我 们 可 以 把 BR” 2 
分 为 C 的 陪 集 . 两 个 向 量 x* 和 yy 在 同一 个 陪 集 中 当 且 仅 当 它们 有 
相同 的 校 验 子 (x HT = yH <>x 一 y€E C). 因此: 若 接收 了 一 
个 差错 模式 为 e 的 向 量 x, 则 x 和 e 有 相同 的 校 验 子 . 由 此 即 得 ， 
对 于 用 极 大 似 然 译 码 法 译 x*， 我 们 必须 在 包含 x 的 陪 集中 选择 一 
个 重量 最 小 的 向 量 e, 然后 把 x 译 成 x 一 e。 向量 e RATER. 
具体 做 法 如 $2.1 中 [6,3] 码 一 例 所 示 . 在 8 个 陪 集中 有 7 个 有 唯 
一 的 陪 集 头 ,只 有 当 校 验 子 (#4, os 5) 一 (1, 1, 1) 时 , 我 们 才 从 
3 个 可 能 的 陪 集 头 中 任 选 一 个 . 

至 此 ,我 们 看 到 引进 代数 结构 的 第 一 个 巨大 的 优越 性 :Fs 上 
”的 [x,《] BA 和 个 码 字 和 4 个 可 能 收 到 的 消息 .假定 码 有 较 高 
的 信息 率 , 那么 接收 者 需要 知道 对 应 于 所 有 可 能 的 校 验 子 的 g7? 
个 陪 集 头 。 而 现在 9"* 比 a" 要 小 得 多 。 要 是 码 没有 结构 ， 那么 
对 于 每 个 可 能 收 到 的 字 x, 我 们 都 得 列 出 最 有 可 能 发 送 的 字 . 

显然 , 若 C 的 极 小 距离 为 4 一 2e 十 1， 则 每 个 重量 <e HE 
错 模式 都 是 某 个 陪 集 的 唯一 陪 集 头 。 这 是 因为 两 个 重量 <e 的 向 
量 的 距离 过 2c , 因而 它们 在 不 同 的 陪 集中 . 若 C 是 完全 的 ， 则 没 
有 其 它 陪 集 头 ， 若 C 的 极 小 距离 是 2e 十 1, 而 所 有 陪 集 头 的 重量 
<e 十 1, 那 么 C 称 为 拟 完全 码 ，$ 2.1 的 [6, 31 码 是 一 个 例子 . 

我 们 另 举 一 个 译 码 过 程 十 分 简单 的 例子 ( 见 [3]). 设 C 是 以 
G = (Ir P) 为 生成 矩阵 的 二 元 自 对 偶 [24, 417. WER C 能 纠 
正 3 个 错 ,而 且 收 到 的 字 中 出 现 3 个 以 上 错 的 概率 很 小 ,那么 这 个 
译 码 算法 是 可 行 的 。 奇偶 校 验 矩 阵 H= (P',1,), 但 由 于 C 是 
自 对 偶 的 ,所 以 G 也 是 奇偶 校 验 窍 阵 . 令 y 一 e 十 e 是 一 个 接收 
字 ,我 们 把 e 写成 (ea; e), 其 中 e 对 应 前 个 位 置 , @; 对 应 后 
个 位 置 .我们 计算 两 个 校 验 子 : 

s: --yH' = eP + e, 
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s%:=yG' =e + eP, 

如 果 S3 个 差错 都 出 现在 y 的 前 一 半 或 后 一 半 , 即 eR 
e 一 090， 那么 其 中 一 个 校 验 子 的 重量 委 3, 所 以 我 们 立即 可 得 e. 如 
果 不 是 这 样 ,那么 :和 3 的 假设 意味 着 a 或 ea 的 重量 Al. Sik 
改变 了 第 ;个 分 量 得 到 的 交 个 向 量 yO ASis. 对 于 其 
中 每 个 向 量 ， 我 们 分 别 计算 s (i< k) Ms i> k). Ate 
找到 一 个 校 验 子 的 重量 <2, 则 我 们 就 能 纠正 其 余 差 错 . 知 找到 
重量 为 3 RR CHOY 8 时 我 们 能 检查 4 个 错 , 而 当 C 
的 距离 >10 时 ,我 们 能 纠正 含 4 个 错 的 这 种 模式 . 

按照 某 种 自然 的 规则 ， 在 一 个 码 C 的 每 个 码 字 上 附加 一 个 符 
号 常常 表明 是 有 用 的 .最 常用 的 方法 是 由 下 列 定义 给 出 的 ， 
(3.2.7) 定 义 ， 设 C 是 字母 表 Fe 上 的 一 个 长 为 的 码 , 则 我 们 定义 
PHS om 

C:= Kas, Cas og Ons Cata) |CCisttts Ca) EC, >, ci 一 o}. 

如 果 C 是 以 G 为 生成 息 阵 、 以 互 为 奇偶 校 验 逢 阵 的 线性 码 ， pp 
么 区 有 生成 矩阵 G 和 奇偶 校 验 矩阵 日 , 其 中 G 由 G 加 上 一 一 列 得 
到 ,满足 G 每 行 之 和 为 0; HA 
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若 C 是 极 小 距离 为 奇数 4 的 二 元 码 , WAX C 的 所 有 重量 和 
距离 都 是 偶数 ,所 以 C 有 极 小 距离 4 十 1. 


§ 3.3 Hamming 三 


设 G 是 Fs bln, k] 码 C 的 生成 矩阵 ， 其 阶 为 &Xz。 AG 
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的 任意 两 列 线性 独立 , 邑 这 些 列表 示 PG 一 1, 9) WAT, Wl 
C 称 为 射影 码 ， 对 偶 码 C+ 以 G 为 奇偶 校 验 矩 阵 . 设 ee C+ 且 e。 
是 重量 为 1 的 差错 向 量 , 那么 校 验 子 (C+ e)G’ 是 G 的 某 列 的 倍 
数 ,因为 这 唯一 确定 了 G 的 列 , 所 以 我 们 由 此 即 知 , C+ 至 少 可 以 纠 
正 一 个 差错 ,现在 我 们 来 看 = 为 极 大 的 情形 RAE). 
(3.3.1) EM. 设 :二 (4: 一 1)/(49 一 1). Fe 上 的 [n,n — k] 
Hamming 码 是 这 样 一 个 码 , 它 的 奇偶 校 验 矩 阵 的 列 (在 Fe 上 ) 是 
两 两 线性 无 关 的 , 即 这 些 列 是 两 两 线性 无 关 向 量 的 极 大 集合 . 
在 这 里 我 们 显然 没有 区 别 等 价 码 。 Hamming 码 的 极 小 距离 
显然 是 3. 
证 明 . CEF, 上 的 [n,n 一 Hamming 码 , 其 中 2 一 
(4t —1)/(4— 1). 若 xeC， 则 
[Bi(x)| =1+n(49—1)= 4.. 
所 以 9"~* 个 以 C 中 码 字 为 中 心 ,以 1 为 半径 的 互 不 相交 的 球 包含 
1Clq* =q" 个 字 , 也 就 是 说 , 包含 了 所 有 可 能 的 字 . Alc 是 完 
全 的 ( 见 (3.1.5) 和 (3.1.6))。 O 
(3.3.3). [7,4] Hamming 码 的 奇偶 校 验 矩阵 为 
0 0 0 1 1 1 1 
H=10 1 1 0 0 1 ii, 
1 0 1 0 1 0 1 
3 eh ES Am HHE), W C 中 有 
一 个 重量 为 3 的 字 , 其 1 所 在 的 位 置 对 应 于 这 些 列 所 在 的 位 置 ( 例 
如 (1110000))。 因 此 C 有 ?7 个 重量 为 3 的 码 字 ,把 它们 排 成 一 
个 矩阵 的 行 ， 构 成 PG(2, 2). C 中 重量 为 偶数 的 字 是 问题 2.4.3 
的 解答 ， 观 察 互 我 们 看 到 PAB C 是 自 对 侦 的 . 


$ 3.4 KOZA 


这 一 节 我 们 简要 描述 一 种 可 用 于 许多 线性 码 的 译 码 方法 ， 其 
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推广 将 在 后 几 章 中 给 出 ， 这 一 方法 简单 ,而且 在 有 些 情形 , 它 能 纪 
正 的 差错 个 数 比 我 们 所 期 望 的 还 要 多 . 
(3.4.1) 定 义 . 一 组 奇偶 校 验方 程 (xz, y”) 一 0(1 Sv <r) 叫做 
关于 位 置 i 是 正 交 的 (对 于 码 C; ye C+) 如 果 

O yW=1ld<cv<r), 

Gi) 若 7 关 ;1， 则 至 多 对 于 一 个 >， 有 yP 关 0。 


现在 设 x 是 一 个 含 < = r 个 错 的 接收 字 , 则 


w) i <i», Gx EM, 
x> y”) ~ 0 BF LS, 一 (+ 一 1) 个 »v, Bx, AER, 
因为 + 一 (zt 一 1) >: MURTRE Cx, y”) E P 
0 或 非 0) 的 多 数 决定 x; 正确 与 否 . 在 二 元 码 的 情形 ， 我 们 由 此 
即 可 纠正 差错 。 如 果 对 于 每 个 i 都 有 这 样 一 个 正 交 校 验 集 合 ， 那 
么 我 们 可 以 一 个 位 置 一 个 位 置地 纠正 其 中 的 差错 . 
作为 例子 ,我 们 考虑 [7,4]Hamming 码 的 对 偶 码 ( 见 (3.3.3)). 
奇偶 校 验方 程 
Xi 二 x 十 xXx 二 0， 
etx, tx 0, 
x tmetn =0, 
关于 位 置 1 是 正 交 的 . Ax Gi 个 差错 , 则 当 六 不 正确 时 ,三 个 
方程 为 1, 1, 1; 4a 正确 时 , 三 个 方程 中 有 两 个 是 0， 一 个 是 1. 
如 果 有 两 个 结果 为 1, 那么 出 现 的 差错 多 于 1 个 (该 码 可 以 检查 2 
个 差错 )， 


§35 重量 计数 子 


线性 码 的 极 小 距离 告诉 我 们 ， 一 个 接收 字 可 以 含 多 少 个 差错 
但 我 们 仍 能 正确 译 码 ， 对 码 的 距离 作 更 详细 的 了 解 常常 是 很 有 必 


(3.5.1) 定 义 . 没 C 是 长 为 ”的 线性 码 ,4 是 重量 为 i 的 码 字 的 个 
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数 , 则 
Alz): = > A 
称 为 C 的 重量 计数 子 ， 序列 (4;)f。 称 为 C 的 重量 分 布 . 


作为 例子 ， 我 们 计算 长 为 二 的 二 元 Hamming 码 的 重量 计数 
子 。 考 虑 这 个 码 的 奇偶 校 验 矩 阵 的 i 一 1 个 列 ,共有 3 种 可 能 : 

O 这 个 列 之 和 为 0; 

(i) 这 些 列 之 和 是 其 中 某 一 列 ; 

Gu) 这 些 列 之 和 是 余下 的 列 中 某 一 列 . 


选取 i 一 1 个 列 共有 ( ，”， ) 种 方法 ,其 中 情况 ( 出 现 Ai 


次 ,情况 (让) 出 现 (a — G — 2)) 41-1 RK, HAG Gii) 出 现 i4i1 次 . 
所 以 


n 
iA; = ( ') — Aia — (n —i+2)Aj-2, 
i— | 


ERE i> ntl HEAR. WAAR ~, 并 对 i 求 和 ,我 们 
发 现 

A’(z) = (1 + z)" — Ale) — nzA (z) + ŻA Cz). 
因为 4(0) 一 1, 这 个 微分 方程 有 唯一 解 : 


n 


7} - 
十 -一 一 一 l+e (2—-1)/2 I — z (s +1)/2. 
— 7 & yen ) 


编码 理论 中 一 个 最 基本 的 结论 是 属于 F. J. MacWilliams 
(1963) 的 ， 它 给 出 了 一 个 线性 码 的 重量 计数 子 与 其 对 侦 码 的 重量 
计数 子 之 间 的 关系 . 


TOETEREN i) 


h 
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证 明 . 设 X 是 (Fs, 十) 的 任意 一 个 非 平 凡 特 征 标 。 如 前 , 令 
R= Fi RTE M 


g(a): = 24 X(<u, vy) 
则 
2 eu): == > > x( <u, ve 


wet ve 


= >) 之 | x(<u, v)). 


若 we C+， 则 内 和 是 1C1 ,着 v& C+， 则 内 和 《us v) 取 到 Fo 中 
每 个 值 的 次 数 相同 , 即 内 和 为 0。 所 以 | 
(3.5.4) > g(a) = |Cl- BG). 


把 重量 函数 推广 到 Fo 上 : #0 = 0, WE w(v) 一 0, 否则 
id w(v) = |, 那么 令 u [= (ui, tatt’ zz) ， v= (vis Uis °**9 
va) 后 , 我 们 由 s(m) 的 定义 得 
g(a) z > tort +wle m (uv 十 ... + uy, ) 


EPT ETA YER 


m DO OL ues 2 PXU) <2 OHH d4) 
(MyPal JER - 


-直立 -ex 


i=1 VEF, 
在 最 后 的 表达 式 中 ,内 和 当 wi 一 0 时 等 于 1 十 (4 一 1)z, 当 a 
0 时 等 于 
| itz ST X(o) 一 1 一 z。 


© aF MO) 
因此 
(3.5.5) g(a) = (1 — z) + (g — l)e), 
由 于 1C1 一 4， 把 (3.5.5) 代 和 人 (3.5.4) 即 得 定理 。 口 
推广 见 § 7.2。 | 
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D. E. Slepian 和 R. W. Hamming 在 二 十 世纪 五 十 年 代 写 的 
论文 对 于 线性 码 这 一 研究 课题 产生 了 巨大 影响 。 有 兴趣 了 解 更 多 
关于 大 数 逻 辑 译 码 内 容 的 读者 可 查看 J. L. Massey 的 书 [47]. 
MacWilliams 定理 有 几 个 甚至 是 到 非 线 性 码 上 的 推广 ， 详 尽 的 讨 
论 可 在 [46] 的 第 五 章 中 找到 . (3.5.2) 的 一 个 应 用 请 看 [42] 的 第 二 
章 。 E 


$37 问 M 


3.7.1. R C 是 一 个 极 小 距离 为 7， 长 为 2 的 二 元 完全 码 .。 证 明 n 
一 7 或 > 一 23. 

3.7.2, RCEF, 上 的 [x,《] 码 ， 且 在 任何 * 个 位 置 的 集合 上 都 

“是 系统 的 .证 朋 C 的 极 小 距离 4 一 2 一 《十 1. 

3.7.3。 设 C 是 一 个 满足 CEC 的 二 元 [24 +1, k] 码 , 试 描述 
CNC., 

3.7.4, 设 A=M, xe Z, AK |B(x)|. 是 否 有 可 能 找到 一 
个 集合 COB 满足 1C1 =9 且 对 任何 xe C, yer, 
xy, 距离 d(x, y) BY #3? 

3.7.5. HCH Fe LIGHEREMA [2, 415, BAGCRAZO 
列 , 则 C 中 码 字 的 重量 之 和 为 x(9 — 1), 试 证 明之 . 

3.7.6。 设 C 是 一 个 二 元 ln, k 码 。 若 C 有 重量 为 奇数 的 码 字 , 则 
C 中 重量 为 偶数 的 字 组 成 一 个 [>, k — 1] 码 . 试 证 明之 。 

3.7,7。 设 C 是 一 个 二 元 码 , 生 成 矩阵 为 

“0 0 0 1 


coor 
全 reco 


1 
0 
Q 


o o e 


0 0 
0 
0 1 


+ 44 ¢ 


na SR een ie Sm 


试 译 解 下 列 接 收 字 : 
(a) (1101011); 
(b) (0110111); 
(c) (0111000). 


3.7.8, 


设 是 一 个 素数 。F, 上 是 否 有 [8, 4] 自 对 偶 码 ? 


3.7.9, XT 4 = 2, & Ri 表示 (3.3.1) 中 定义 的 Hamming 码 的 


3.7.10, 


3.7.11, 


3.7.12. 


3.7.13, 


3.7.14, 


BR, TAK lim Ri. 


设 C 是 一 个 全 元 码 ,重量 计数 子 为 Al), RA 5 的 重量 
计数 子 是 什么 长 度 为 2* 的 扩充 二 元 Hamming 码 的 对 
偶 码 的 重量 计数 子 是 什么 2 

设 C 是 一 个 二 元 In, k] 码 ，4(z) 是 它 的 重量 计数 子 . 假 
定 我 们 在 一 个 差错 概率 为 ?的 二 元 对 称 信道 上 使 用 C. 我 
们 的 目的 仅仅 是 检测 错误 . 试问 接收 一 个 含 错字 但 不 能 
把 错误 检测 出 来 的 概率 是 多 少 ? 

F, ka, X #; 的 矩阵 显然 构成 一 个 nm 维 向 量 空间 Aik 
C 是 极 小 距离 为 di 的 二 元 [n kl B G=l, 2). Mik 
CE 农 的 一 个 子 集 , 它 由 这 样 的 矩阵 组 成 : 它 的 行 是 C， 
中 的 码 字 ， 列 是 C; 中 的 码 字 . 证明 C 是 一 个 极 小 距离 为 
did, 的 Loin, dida] 码 . 这 个 码 称 为 Ci AIC, NER. | 


设 C 是 一 个 二 元 L10, 51 码 , 生 成 矩阵 为 
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 
jo 1 0 0 0 0 1 1 0 0 
G=/!0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 
0 0 0 0 1 1 i 1 0 0 


证 明 C 在 下 列 意义 下 是 唯一 可 译 码 的 : 对 于 每 个 接收 字 


x, 存在 唯一 的 码 字 e 使 得 d(x, e) 是 极 小 的 . 
我 们 定义 距离 为 4 的 字典 序 最 小 二 元 码 如 下 : 字 长 先 不 


RIE. M e = 0 和 重量 为 4 的 字 ec, = (1,1,---,1,0, 
-, 0) 出 发 ， iG Cocliy -Ci-i 已 经 选 好 ， 则 选取 ex 为 
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” 按 字典 序 (1 尽 可 能 靠近 左边 ) 第 一 个 出 现 的 使 得 dle, 
cl Sace(OSi<l/—-1D 的 字 .! 步 后 ,定义 码 的 长 度 为 
出 现 分 量 1 的 那 部 分 的 长 度 . 

Gi) 证 明 选 取 2* 个 向 量 后 ,字典 序 最 小 码 是 线性 码 ， 

(i) 对 于 d 一 3，Hamming 码 出 现在 字典 序 最 小 码 中 , 试 证 
明之 。 
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第 四 章 — k g B 
§ 4.1 Hadamard 码 及 其 推广 


设 态 ,是 一 个 4 阶 Hadamard 窍 阵 【参见 《1.3.5))， 我 们 用 0 
代替 H, RMH, 中 的 元 素 一 1, 这 样 我 们 得 到 2 个 行 ， 它 们 都 是 
By AUTOR. HH Hadamard 矩阵 的 任意 两 行 的 元 素 在 一 半分 位 


上 相 异 ,我 们 就 构造 了 一 个 (», 2m, n ) 码 ， 对 于 n= 8, 这 是 
一 个 扩充 Hamming 码 。 对 于 n= 32， 它 是 我 们 曾 在 $2.1 中 提 
到 过 的 航海 者 号 在 1969 年 所 使 用 的 码 ， 一 般 地 ， 这 些 码 都 叫做 
Hadamard 码 . 

从 = By Paley ERES ( 见 (1.3.8)) 出 发 ,我 们 可 以 类 似 地 构造 


一 个 码 C, 它 含有 码 字 0, 1 以 及 矩阵 过 (StEI+4]) 和 二 (一 S 十 
1 十 /) 的 全 部 行 向 量 。 由 定理 1.3.8， c 是 一 个 (>， 2(n + 1), > 


(a 一 1)) 码 ， 当 = 一 9 时 , c 由 下 面 矩阵 的 行 向 量 组 成 


000 9000 # £000 


Po P J 
I /一 P /一 P|， 
J-P I J-P 
J—P J-P 1 
III 111l 111l 


(4.1.1) 


pp i A re I He a 


ith INJ 都 是 3 x3 和 矩阵, 并且 
0 1 0 
-| 0. | 
1 0 0 


§4.2 二 元 Golay W$ 


考虑 一 个 [7,， 4] Hamming 码 H, ELL 

1 1 0 0 1 0 1 
0 0 1 0 1 1 1 
1 0 0 1 0 1 1 
为 奇偶 校 验 阵 ， 容 易 验证 , 互 由 0, (1101000) 的 七 个 循环 移 位 ( 即 
PG(2, 2)) 以 及 这 八 个 码 字 的 补 所 组 成 。 设 H* BRAS 
逆序 所 得 到 的 码 , 则 可 知 豆 和 如 * 都 是 [8, 4] 码 , 且 有 性 质 : AN 
H* = {0,1}. AMA 的 极 小 距离 都 为 4。 我 们 在 前 面 已 经 看 
到 ,这 两 个 码 都 是 自 对 偶 的 . : 

我 们 如 下 构造 一 个 字 长 为 24 的 码 C: 

C:={(a +x, b+x,a+b+x)|acd,be H,x¢H*}, 
ik a 和 b 跑 遍 吾 的 一 组 基 , x 跑 遍 吾 * 的 一 组 基 , 则 码 字 (a,0,a)， 
(0,b,b), (x, x, x) 之 全 体 就 是 C 的 一 组 基 ， 即 C 是 一 个 [24， 
12] 码 ，€ 的 任意 两 个 基 向 量 (不 必 相 异 ) EX. 因此 C 是 自 对 偶 
码 ， 又 因为 所 有 基 疝 量 的 重量 都 能 被 4 整除 , 所 以 C 的 每 个 码 字 
的 重量 也 能 被 4 整除 。 假 设 某 个 非 零 码 字 ee C 的 重量 w(e) < 一 
8. 


KHY atx, b+x Matb+x 显然 为 偶 重 量 , 所 以 其 
中 之 一 为 0, 因而 可 得 x 一 0 或 1, 不 失 一 般 性 ,可 设 x 一 0. 向 量 
a,b 和 a 十 b 的 重量 为 0,4 或 8， 因 此 只 能 有 c 一 0 于 是 C 
的 极 小 距离 为 8， 对 5 的 每 个 码 字 ,我 们 去 掉 其 最 后 一 个 分 位 , 则 
可 得 到 一 个 极 小 距离 是 7 的 [23, 121 码 C, 这 个 码 电 做 二 元 Golay 
码 ， 它 的 另 一 种 构造 见 6.9. 
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S. L, Snover (1973; 参看 [19], [46]) 已 经 证 明 ， 任 一 (23， 
2°,7) 码 都 与 C 等 价 ，。 对 任意 cec, 我 们 有 1B:(e)| 一 
3 /23 
D(a, RECENZAN: 

由 上 述 构 造 , 我 们 发 现 1e 5. 因 此 EC 的 重量 计数 子 是 4(x)= 
1 + 4z + Bz? + 4z" + >, t, 2 十 24 十 有 一 22。 计 算 
B(z)= A(z) 中 2 的 系数 ， 再 利用 定理 3.5.3， 我 们 得 到 A= 
759. C 中 两 个 重量 为 8 的 互 异 码 字 间 的 距离 不 小 于 8, 即 它们 至 
多 在 4 个 分 位 上 相 重 。 由 此 推出 : 给 定 5 个 分 位 ， 至 多 有 一 个 重 
量 为 8 的 码 字 在 这 5 个 分 位 上 都 是 1。， 重量 为 8 的 码 字 覆盖 了 


8 24 
759-( 5 ) ( 5 ) 

个 于 元 组 ， 站 全 部 了 元 组 ! 这 就 证 明了 下 面 的 
s-(480 BE T 

下 面 的 关于 C 的 译 码 算法 ， 基于 定理 4.2.1， 它 是 $ 3.4 的 推 
广 . wy i<253) 是 C 中 在 一 个 给 定 分 位 , 譬如 第 一 个 分 
位 上 为 1 的 253 个 码 字 ， SRA (yU <i < 253), 
这 里 用 到 C 是 自 对 偶 码 的 事实 ,假设 x 是 一 个 接收 到 的 码 字 , 含 
Aisa 个 错 ， 由 定理 4.2.1, 奇偶 校 验 为 1 的 个 数 由 下 和 给 出 : 


ak | 正确 xi 不 正确 
t=1 77 253 
2 112 176 
3 125 141 
4 128 128 


因此 , 当 + <3 时 我 们 能 纠正 符号 mn， 上 表 的 最 后 一 行 表明 ,G 可 
以 检测 4 个 差错 却 不 能 纠正 4 个 差错 . 
我 们 注意 到 $ 3.2 所 述 的 关于 自 对 偶 码 的 译 码 程序 ,在 运用 到 


e 50 » 


扩充 二 元 Golay 码 时 至 多 计算 26 x 12 = 312 个 奇偶 校 验 了 就 
能 求 出 差错 向 量 的 全 部 分 量 ( 假 定 ; << 3). 


§43 三 元 Golay 但 


“|. 设 5 是 (1.3. ) 中 定义 的 5 Br Paley pE, BẸ 


0 二 一 一 +. 
十 0 十 一 一 
一 | 一 十 0 + 一 
一 一 十 0 十 
十 一 一 十 0 


考虑 以 


e 


为 生成 给 阵 的 三 元 码 C， 它 是 一 个 [11, 61 码 .由 (1.3.8) 可 知 a 是 
自 对 偶 的 ,因此 C 中 任意 码 字 的 重量 可 被 3 整除 ，C 的 生成 矩阵 
G 可 由 G 加 上 列 (0,—1, 一 1, 一 1, —1, 一 1)7 得 到 ，G 的 每 个 
行 的 重量 为 6, 到 的 任意 两 行 的 线性 组 合 的 重量 至 少 是 2 十 2, 因 
而 重量 为 6. 于是, G 的 两 行 的 线性 组 合 后 六 个 分 位 上 恰 有 两 个 
0。 这 意味 着 G 的 任意 三 行 的 线性 组 合 的 重量 至 少 是 3 十 1, 即 至 
少 为 6。 因 此 C 的 极 小 距离 为 6。 由 此 即 得 C 是 一 个 (11, 3°, 5) 


W. 又 由 | 8,(x)| 一 >(;) 2; 一 3， 知 C 是 -一 个 完全 码 。 这 
个 码 思 做 于 元 Golay B. 已 经 证 明 任意 O1, 2，5) 码 都 与 C 等 价 
(参见 [46]). 

§44 由 已 知 码 构造 新 码 


许多 好 码 可 以 通过 各 种 方式 修正 前 面 构造 的 码 而 得 到 。 我 们 
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将 在 这 一 节 给 出 几 个 例子 . 第 一 个 方法 是 在 (3.2.7) 中 引进 的 ,四 
加 上 一 个 额外 分 位 ( 称 作 奇 偶 校 验 位 ) 来 扩充 一 个 码 . -其 逆 过 程 就 
是 删 碱 一 个 码 ， 在 $4.2 中 ， 我 们 曾 用 这 个 方法 从 扩充 码 得 到 二 元 
Golay 码 。 作 为 男 一 个 例子 ,我 们 考虑 (4.1.1) 中 的 (9, 20,4). Wi 
减 这 个 码 , 即 去 掉 每 个 码 字 的 最 后 一 个 符号 ,我 们 得 到 一 个 (8,20， 
3) 码 .在 下 一 章 里 ,我 们 将 看 到 它 的 确 是 个 好 码 . 我 们 注意 到 , 这 
个 码 也 可 以 由 码 字 (11010009)， (11100100) Fn (10101010) Ay 4 %6 
循环 加 上 0 M 143]. 

第 三 个 方法 是 缩短 一 个 码 C. 做 法 是 ， 取 出 C 中 最 后 一 个 分 
量 相 同 的 全 部 码 字 ， 然 后 去 掉 它 们 的 最 后 这 个 分 量 ， 这 个 过 程 虽 
然 减少 了 码 的 长 度 和 数量 ,但 并 不 减少 极 小 距离 ， 我们 注意 到 , 如 
果 去 掉 的 符号 不 是 0， 那么 该 过 程 将 一 个 线性 码 变 成 一 个 非 线性 
码 ( 一 般 而 言 ). 

现在 来 看 一 个 稍微 复杂 点 的 方法 由 人 $42 扩充 二 元 Golay 
码 C 的 构造 ,我 们 立即 看 到 , C G 有 一 个 含有 32 个 码 字 的 子 码 ， 这 
些 码 字 在 头 八 个 分 位 上 均 为 0。 同样 , MRM co 1, FA 所 到 
c 中 恰 有 一 个 符号 为 1, 则 我 们 找到 一 个 含有 32 个 码 字 的 子 码 . 
穷尽 全 部 的 可 能 方式 ， 我 们 得 到 C 中 一 个 含有 256 个 但 字 的 也 
集 ， 其 中 任意 两 个 码 字 在 头 八 个 分 位 上 至 多 有 两 个 分 量 不 同 . 现 
在 , 我 们 从 这 些 码 字 中 去 掉头 八 个 分 量 ， 其 结果 是 一 个 二 元 (16， 
256, 6) 码 , 它 是 非 线性 的 。 这 个 码 叫 作 Nordstrom-Robinson 码 . 
它 是 $ 7.4 讨论 的 无 限 码 序列 中 的 第 一 个 码 。 如 果 我 们 先 缩短 这 
个 码 两 次 ,再 删 减 一 次 , 则 得 到 一 个 (13, 64, 5) 码 , 记 作 Y. AE 
下 一 章 的 一 个 重要 例子 . Bay EMA 并 且 如 果 缩 短 Y, 则 有 
两 种 可 能 结果 (J.-M. Goethals 1977; 参见 [261). 这 两 个 码 是 : 
Nadler 码 和 问题 是 4.7.7 中 的 码 . :| 

与 扩充 二 元 Golay 码 的 构造 类 似 的 一 种 构造 是 所 谓 的 (a, 
u 十 v)_ 构造 ， 设 Ci 是 二 元 (n, Mi, di) 码 (i 一 1,2). 定义 
(4.4.1) C:={(u,u + v)juc Ci, vE C2}, 
则 C 是 一 个 (22。，MMa， d) 码 , 其 中 d:=min{2d,, 4， 要 证 明 
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这 点 ,我 们 考虑 码 字 (uy m +v) 和 (a, +v). MR v = 
vi， 骨头 Q2， 则 它们 的 距离 至 少 是 24。 如 果 vv, WÈ N 
距离 是 w(u, — u) + w(u; — u + vi — v). 显然 大 于 wv 一 
v) BREDE do TFA —TPOF RRE EAA (8, 20, 和) 码 
为 Cas H Cr 为 一 个 [8, 71] 侦 重量 码 , 则 我 们 构造 出 一 个 (1625。 

2’, 3) 码 。 当 M 之 5,2 时 ， 现在 还 不 知道 是 否 存在 (16, M3 3) 
Mo. ， pas 
利用 H. J. Helgert 和 R. D. Stinaff DERSE: & 
见 [341)， 可 以 构造 许多 好 码 。 设 C 是 一 个 极 小 距离 为 4 的 二 元 
[n, k1 E RATA C NE RER CHR ER d, 璧 如 说 

-[ z ° 0… aa 

FA G 生成 一 个 码 ， 叫做 关于 G 的 第 一 行 的 剩余 码 . 它 是 一 个 En 一 
d, k —1] W, kd? 是 其 极 小 距离 . 由 G 可 知 ， 剩余 码 的 每 个 码 
字 对 应 于 C 中 的 两 个 码 字 ， 其 中 至 少 有 一 个 在 前 4 个 位 置 上 重 


量 委 二 d, 因此 a> >> d. 为 了 说 明 这 个 方法 ， 我 们 来 证 明 不 存 


在 具有 :1 Nadler 码 参 数 的 线性 码 . 如 果 存 在 一 个 这 样 的 码 ， 则 它 有 
如 上 的 生成 矩阵 ,其 中 G; 生成 一 个 极 小 距离 d' 之 3 的 [7, 478. 
因此 ,其 剩余 码 是 Hamming W. 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 让 G， 有 4 
行 的 重量 为 3, 于 是 Gi 必然 有 4 行 (不 失 一 般 性 ) 的 重量 为 2. 这 
仅 有 几 种 可 能 性 ,它们 都 不 能 产生 4 一 5 的 码 . 即使 对 于 较 小 的 
参数 值 ,要 找到 一 个 好 码 也 常常 是 相当 困难 的 。 比 如， 一 个 (10， 
38, 4) 码 是 用 相当 复杂 的 方法 构造 出 来 的 (参见 [46], 第 二 章 , 第 
七 节 ), 而 且 长 期 以 来 都 认为 它 是 不 能 改进 的 最近，M， R. Best 
(1978; 参见 [8]) 找 到 了 一 个 (10, 40, 4) 码 ,我 们 介绍 如 下 . 在 下 
一 章 ,我 们 将 看 到 ,对 于 ”一 10, 4 一 4， 这 是 一 个 名 符 其 实 的 最 
好 码 ”! 考 虚 一 个 [5, 3] 码 C, 其 生成 矩阵 为 


1) GWE BA M. Re Best, Best 在 英文 中 表示 最 好 的 . 一 一 译 者 注 


3 


1 0 0 0 1 

1 0 1 0 1 1 {> 

E {o 0 1 1 Of a 
重复 码 字 表 次 ， 我 们 得 到 一 个 最 小 距离 4 一 4 的 [10, 3] 码 CL. 将 
(10000”00100) 与 “Ci 的 所 有 和 码 字 相 加 ，, 则 新 码 不 再 是 线性 码 ， 并 
BA Ge 0. 将 分 位 从 1 Bi) 10 编号 ,然后 用 Sm 的 由 (1 2 3 4 5) 
(6789 10) 生 成 的 子 群 的 元 素 置 换 码 字 ， 就 得 到 40 MRF È 
们 的 极 小 距离 为 4. ii 


5 Reed-Muller m 


现在 我 们 描述 一 类 与 有 限 几何 相 联 系 的 二 元 码 .D. E. Muller 
(1954) 和 1. S. Reed (1954) 首先 研究 了 这 类 码 . 虽然 它们 不 象 
后 面 几 章 里 的 一 些 码 好 ,但 在 实用 中 却 有 易于 译 码 的 优点 ,其 译 码 
方法 是 大 数 逻辑 译 码 ( 参 见 $ 3.4) 的 一 个 推广 . 

”可 用 几 种 方式 表示 Reed-Muller 码 的 码 字 . 我 们 将 尝试 给 出 
一 个 统一 的 处 理 , 以 便 能 看 出 不 同 观点 间 的 联系 。 作 为 准备 ,我 们 
需要 一 个 数论 的 定理 , 它 已 有 一 个 世纪 的 历史 了 (Lucas, 1878)， 
(4.5. DEN. 设 ?是 一 个 素数 ， 又 设 


n = S a, k = 2a kee’ 


Fin 和 的 RARR O<n,<p—1, 0<& <p—1), 
N | 


DLG) e» 


证明。 我 们 利用 (1 十 x)? = = 1 + "(mod p) 这 一 事实 ,如 
R0o<r<p, W 
(1 + x)P?t = (1 + x?)*(1 + x)+)'(mod p), 
LR LR er (这 里 O<s <p) 的 系数 ,有 
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aptr a r 
Gs D= = Cy) (mod 2 
再 由 归纳 法 ， 如 得 定理 . o 
下 面 的 关于 多 项 式 重量 的 定理 也 是 需要 的 . 设 4 一 2， 对 任 
一 多 项 式 P(x)E Fslx], 我 们 定义 P(x) 的 Hamming 重量 
w(P(x)) 为 P(x) 的 展开 式 中 非 零 系数 的 个 数 . 设 cE Fs, c#0, 
则 多 项 式 (etc), i>0, 是 Fr] 的 一 组 基 。 


(4.5.2) 定 理 (Massey 等 ,1973; 参见 [49]). 设 P(x) 一 > bls 
十 c)', 其 中 b0, HHI i 是 使 得 b0 的 最 小 指标 ， 则 


wP wrt) 
证 明 . #1 一 0, 则 结论 显然 成 立 ， 我 们 用 归纳 法 。 假设 定 


理 对 <2" 成立。 现在 设 271 <2", WA 
P(x) = > bi(x 十 c) 十 >> bi(x 十 c) 
i=0 im?” 


= P, (x) + (x + c)2z PC(x) 
= (P,(x) + cP, (*)) 十 x7"P,(#), 


其 中 P(x) 和 Pa(%) RRR RLS HA. 我 们 区 分 两 种 情 


wh: 

Gi) Æ P,(x) = 0, M w (Pe)) 一 2w(P,(x)), 又 因为 b 
2", 有 . 

w(x + clio) = wr” + a + cli”) 

| 一 2w((z + c)e™), 
MARY. 

Gi) 若 P(x) 关 0， 则 对 于 C”P,(x) 中 的 每 一 项 ， 如 果 它 消 
去 Pi(x) 中 的 一 项 ， 那 么 PaE 中 就 必 有 一 项 不 能 消去 . A 
ie, w(P(x))  w(P(x))， 由 归纳 假设 知 定理 成 立 . O 

现在 我 们 介绍 Reed-Muller 码 的 码 字 的 三 种 表示 : (i) 
AG(m, 2) 中 子 集 的 特征 函数 ; Gi) 多 项 式 二 元 展开 式 的 系数 ; 
Cii) F7 上 Bool HRNEK., 


a 55 « 


premene -ren os EE TR PS eo 


ASEME. ZE AG(m, 2) 中 的 点 , 它们 可 以 视 
为 Fy HAAR, H Uo, Uitte Um- 记 其 标准 基 ， 设 1 的 二 元 


m—1 
表示 为 i= 2 812' Oia”), 
i 二 0 


定义 x= D iu, CART AGC, 2) 中 的 一 个 点 ， 并 
H. AG(m, 2) 中 的 所 有 的 点 都 可 以 这 样 得 到 . 设 E 是 一 个 矩阵 ， 
其 列 为 四 (0 委 1 一 27")， 记 2 一 2 Wi mxXn EER 
AG(m, 2) 中 的 点 为 其 列 向 量 . 
(4.5.3) 定 义 . a oe 

(i) Ai:= {xj € AG(m, 2)(&;, = 1}, BI ALOS m) 是 
一 个 (m 一 1)- 维 仿 秧 子 空间 ( 超 平面 ); 

Gi) Vi: 二 E 的 第 i 行 , 即 4 的 特征 函数 . Av. eR 
的 元 素 。 如 通常 一 样 ， AG(m,2) 的 特征 函数 记 为 二 = (1,1,…， 
1); 

(iti) 如果 a = (ao, ai °° an1) 和 b= (bo, bis ts bni) 
是 F? 的 元 素 , 定 义 

ab: = (abg, dibi, “ts anina) 


(iv) 如 果 SC{0, l, "s M — I}, 定义 
C(s)i= fim D EVES > gy = 000 Ki < my}. 


m-1 
(4.5.4)5 |38. izl = >> Ea? a Lik bratty i; 是 使 n 一 0 的 i H. 
i=0 
如果 
Wi Vis Vi, = (41,05 alas °° > At,,-1) 9 
则 
n-1 
(x + 1)! = > a,x" 1 
j=0 


(这 里 像 通 常 一 样 ,无 因子 G = 0) 时 的 乘积 定义 为 1,) 
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证 明 。 由 定理 4.5.1, 二 项 系数 ( O O , ) 为 1 当 且 仅 当 对 


每 个 使 得 Ea 一 0 的 i 都 有 Es, = 1. (4.5.3) 89 (i), GDR), 
我 们 又 有 alj 一 l 当 且 仅 当 对 E 一 1 Ei 一 1, T 
下 述 引 理 给 出 了 乘积 w …w， 的 几何 解释 . 
(4:5.5) 引 理 ， 如 果 isisi ER, W 
G) vi Vi Vi, 是 (m 一 s)- PH Ai ANAN NA, 的 特征 
(ii) As Yo 在 FE” == FF 中 的 重量 w (vi ‘i.) 是 
2m7 ， 
Git) (x, jg” = F? 的 第 i 沾 基 向 量 一 的 特征 图 数 是 


e; -= TI {Yi 十 (1 + £,;)1}, 


(iv) 乘积 viov, O< s< m) 是 R” WE. 
证 明 . - 

Ci) 是 (4.5.3) 之 G)— Gii) 的 一 个 推论 | 

Gi) 由 G), 重量 w(vi…vi,) 是 一 个 (m—s5)- 平坦 的 基数 

(iti) 考虑 矩阵 对 每 个 使 得 E 一 0 的 i, 我们 用 vw; 的 补 
Vi 十 1 替换 EE 的 第 i 行 v;, 再 将 新 矩阵 的 行 全 部 相 乘 ， 则 由 于 所 
有 的 列 只 出 现 一 次 ， 所 以 乘积 向 量 仅 在 第 i 个 分 位 上 为 1。 作为 
一 个 例子 ,考虑 下 表 中 的 {xu}。 因为 14 一 0 十 2 十 2 十 .2', 所 
以 只 有 i 一 0 时 才 有 1 十 &; 一 1 (这 里 1 一 14)。 于 是 在 表 中 
我 们 对 行 vo 求 补 ,然后 把 所 有 向 量 BH, 得 (vo + 1)vivavs 是 一 
个 仅 在 第 14 个 位 置 为 1 的 行 向 量 . 


(iv) 总 共有 D )- = 2% == 7 个 乘积 Yi Viss 结果 可 


由 (iii) 推 得 。 因 为 多 项 式 (s+ 1) 是 独立 的 ， 我 们 也 可 以 利用 
引 理 4.5.4, 7 口 

下 表 用 来 说 明 引 理 4.5.4 和 4.5.5、 例 如 ,vv; 相应 于 ! 一 15 一 
2—2? = 10, 因此 Gt D= ttt, 
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R= ck MR 


ViVi, My, =n- i —¥ 2s 
1 1tittititttltllillili 15= HH 
vy 0101010101010101 14 = 1110 
v .0011001100110011 13 = 1101 
vy O0000111100001111 11 = 1011 
» 0000000011111111 7= 0111 

vv, 0001000100010001 12= 1100 © 
Yo O0000101000001 01 . 10 = 1010, 
vy, 0000000001010101 6 = 0110 
vi% 0000001100000011 9 = 1004 
v» 0000000000110011 5 = 0101 
vy, 0000000000.001111 3 = 0011 
voviv, 0000000100000001 8 = 1000 
vv y, 0000000000010001! 4 = 0100 
wv, 0000000000000701! 2 = 0010 
vv 0000000000000011 1 = 0001 
“oyi yy «#40000000000000001 0 = 0000 

(4.5.6) 定 义 . 设 0<r<m, ARE Vi…Vi, 为 基 的 、 长 为 ”一 


2™ 的 线性 码 称 为 ， Se Reed-Muller 码 (RM 码 , 记 为 弦 (r， 
特别 地 ; FO, m) 是 重复 码 . ASIAS ©, 我 们 看 到 ， 
HE Re (xzo Xm) Ba FY, 则 Bool 函数 r; xi…xi, 取 值 为 
TMA eA, NNA Bib BO, m) HY tease 
HES r RHSRADREPW AM. 
(45.7). Alr, m) 的 极 小 距离 为 27", 
EA: 由 定义 和 引 理 4.5.5 Gi), Alr, m) 的 极 小 距离 至 多 
为 2"*, 又 由 引 理 4.5.4 和 定理 4.5.2, PARNER BOR 2” 所 也 


9% m—t 


可 看 问题 47.9)， o 
(45.8) EH. Fr, m) 的 对 偶 码 是 Bm — 1 1; m). 
EA. 


(a) 由 定义 及 乘积 vev, WILE A,m) 的 维 数 是 
ict -(” 1 ) - 十 …' 十 人 ). 于 是 dimÆ (r, m) + dim (m 一 r— 


:a Sg » 


i EEEE ROEE CEAR i dr tte ee EE e manan. aeaa o i eoten we oTo 


{,m) =n, 

(b) i ww Mi vev, 分 别 是 Alr, m) 和 F (m— 
r— 1, m) 的 基 向 量 , 则 s 十 + 过 m. 因此 这 两 个 基 向 量 的 张 积 具 
ANV Ve EH ww 二 m. 由 3 引 1 理 4.5.5 Gi), 这 个 乘积 其 人 有 ° 
偶 重量 , 即 原来 的 两 个 基 疝 量 正 交 . . [0 
Wi. Alm —2, m) 是 一 个 [n, n — m — 1] 扩充 Hamming 
给 定 一 个 RM A, 我 们 可 以 选择 某 些 平坦 的 特征 BRE rE 
的 基 。 现 在 我 们 来 证 明 , 对 于 每 一 个 具有 适当 维 数 的 平坦 ， TAR 
ERRARTE RM W. 

(4.5.9) 定 理 . 设 C 一 弦 (m 一 1, m); 4 是 AG(m, 的- 个 
l- 平坦 ， 则 4 ORE RT C. 


证明 。 设 i= Ste HE a HER, 由 定义 4.5.3 Gv) 
和 引 理 45.5 GE), 我 们 有 


e; = > | > ZA 
sty 


因此 
= > >, ( > fi) V Vigs | | 


smo ligi) jE Ci peered y) 
Hp LAS BE ASS oe 
Lo {xé AG(m, 2) |j E€ CU, ts bo)} 
相交 元 素 的 个 数 . 若 s>m—l, W LANA 或 是 空 集 , 或 是 一 个 
维 数 大 于 0 的 仿 射 子 空间 .在 这 两 种 情形 下 ，|ZLNA1 WERK, 
即 括号 内 之 和 为 .0. | O 
这 个 定理 和 RM 玛 的 定义 表明 ,一 个 字 属 于 Flr, m). 当 且 
M4ek—-sb#M Sm 一 + 的 仿 射 子 空间 的 特征 函数 之 和 。 采 用 
Bool 函数 的 术语 ， 则 AC, m) 是 x. tiso tm LRA <r 
的 多 项 式 集合 ， 


oA. po Pe re wi fr A A mi EE, coe cee 


在 $3.2 中 ,利用 作用 于 码 字 分 位 的 置换 ， 我 们 给 出 了 等 价 码 
的 定义 现在 我 们 考虑 一 个 字 长 为 # 的 码 C 以 及 把 C 中 每 个 码 字 
映 到 C 中 的 置换 rE 5,, 这 些 置 换 构成 一 个 群 , 吊 做 C 的 目 辣 构 群 
(GX Aut(C)). 例如 ， 设 CC 是 一 个 重复 码 , BA Aut(C) = S,. 
(4.5.10) €E. AGL(m, 2)C Au(A(r, m)). 

证 明 。 这 是 定理 45.9 和 下 述 事实 的 一 个 直接 推论 ， 即 
AGL(m, 2) 把 一 个 《- 平 坦 映 成 一 个 -平坦 (对 每 一 个 《). OO 
注 记 . 读者 应 该 注意 到 ， 我 们 把 AGL(m, 2) 看 成 是 作用 在 
AG(m, 2) 上 的 置换 群 ,而 其 位 置 是 利用 AG(m, 2) 中 的 元 素来 
编号 的 . 

不 涉及 细节 ,我 们 简要 地 描述 RM 码 的 一 个 译 码 程 序 ， 它 是 
大 数 逻 辑 译 码 的 推广 . 设 C 一 Ar, m), 由 定理 4.5.8 和 4.5.9， 
AG(m, 2) 中 任意 C 十 1)- 平 坦 的 特征 函数 都 是 C 的 奇偶 校 验 
向 量 . 给 定 一 个 ”- 平 坦 4, 则 存在 2" 一 1 个 不 同 的 包含 4 的 
(rf 十 1- 平坦 一 个 不 在 4 中 的 点 恰 属 于 这 些 (r+ 十 1)- 平 井中 
的 某 一 个 ,这 些 (r+ 十 1)- 平 坦 中 的 每 一 个 都 包含 4 并且 包含 与 4 
中 点 数 相同 的 不 在 4 中 的 点 ， 

现在 ， 我 们 观察 奇偶 校 验 的 结果 . 设 接收 到 的 字 含 有 少 于 
2”- 一 1 个 差错 ( 见 定 理 4.5.7)， 又 设 有 :个 奇偶 校 验 不 为 0， 对 . 
此 有 两 种 可 能 的 解释 : 

(i) 由 4 的 位 置 中 含有 奇数 个 差错 引起 ， 这 些 差错 被 校 验 集 

余下 位 置 中 的 奇数 个 差错 抵消 了 2” “一 1 一 + 次 . 
| Gi) 4 的 位 置 中 含有 偶数 个 差错 ,但 对 上 述 的 * 个 校 验方 程 ， 
在 余下 的 位 置 中 有 奇数 个 差错 ， 

由 极 大 似 然 法 ,如 果 :< 2” 一 ， 则 人) LE (i) 更 有 可 能 ;否则 
(i) 更 有 可 能 。 这 意 昧 着 我 们 有 可 能 决定 任意 一 个 *- 平 坦 的 位 置 
差错 个 数 之 奇偶 姓 . 然后 ,对 《r 一 1)- 平 坦 用 类 似 的 方法 做 同样 
的 事情 ， 如 此 下 去 ,经 过 r+ 十 1 步 即 可 找 出 全 部 差错 位 置 ， 这 个 
ERRORE. 
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关于 航海 者 号 在 考察 中 使 用 Hadamard 码 的 细节 , 我 们 建议 
参阅 [56]. | 

Golay 码 是 由 M. J. E. Golay 在 1947 4E ARIA ABH 
法 构造 出 来 的 . 对 这 些 码 更 多 的 讨论 以 及 它们 与 组 合理 论 的 若干 
联系 ,我 们 建议 参阅 J. Cameron 和 J.H. van Lint 的 书 [11] 或 
[46]. 

对 与 $ 4.4 KHPA RNY KS, VESRM MLO 
[65]. RM 码 的 编码 和 译 码 的 更 多 的 讨论 , 可 参阅 [2 1 或 [46]. 
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4.7.1. 设 n 二 ?2 ， 证 明 Reed-Muller 码 BA(1, m) 是 -一 个 长 为 

7 的 Hadamard #3. | 

4.7.2， 证 明 三 元 Golay 码 中 重 为 5 的 码 字 有 132 个 。 对 于 每 个 

”” 重 为 5 的 码 的 偶 {x，2x}， 考 虑 使 得 ae ON MET, 
证 明 这 66 个 集合 构成 一 个 4 一 (11, 5, 1) 设 计 . 


4.7.3. 设 5S 是 11 阶 Paley 矩阵 . A= (S++). ZRA 
的 行 , 4 的 55 个 互 异 的 两 行 之 和 以 及 这 坚 行 的 补 . 证 明 这 
是 一 个 (11, 132, 3) B. 


4.7.4, 构造 一 个 (17,， 36, 8) W. 
4.7.5， 设 4 是 问题 4.7.3 中 的 和 矩阵， 定义 
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证 明 G 生 成 的 码 等 价 于 扩充 二 元 Golay 码 . 
4.7.6， 证 明 : 如 果 存 在 一 个 d ARRAIZ (a, M,d) 后, 则 有 
一 个 全 部 字 为 偶数 的 (rn, M,d) W. 
4.7.7. 1&3 x 3 GK 1, 和 已 如 同 (《4.1.1) ,定义 


-J—I 了 了 了 
1 ij]1 I I 

AÁ: = . 9 
I I J—1 了 

I I 了 J—TI 


P I P J 
C:=(J—I J—I J—1I ]—i), 
000 111 111 111 
p. |111 000 111 111 
111 111 000 1 | 
ae Lina at 111 000 B 
”证明 ,0 和 4,B，C，, 召 的 行 都 是 某 个 (12, 35, 5) 码 的 码 字 . 
4.7.3. S H#E(1.3:9) RB) ‘Hadamard 6h Ha, A:=H — 1, G:= 
(1, A). 证明 G 是 一 个 极 小 距离 为 9 的 三 元 124, 121 
的 生成 矩阵 . | 
4.79. 设 C= Ror + 1, m), Co= Alr, m). 证 明 (4.4.1) 的 
(QQ + v)- 构 造 产 生 C= Air 十 1!，m 十 1).， 利用 这 
个 结果 给 出 定理 4.5.7 的 另 一 证 明 ， oe 
4.7.10. (i) 设 n= 2”, 对 xe FY, 定义 XeEfll —1}" AR 
一 1 ARE x 中 的 0 而 得 到 的 向 量 . 在 问题 4.7.1 中 我 
们 看 到 ,这 个 映射 运用 到 A, m), MEER + 
a, ta, =e, tan, KE a; 都 是 某 个 Hadamard %4 
阵 的 行 . 利用 这 点 证 明 : 如 果 xe F, WEBS 
ck RU, m), E dlx, e) < (a — vy a )/2, 
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4.7.11. 


Gi) 如 果 m= 2k, x 是 ZQ, m) 中 相应 于 Bool BR 
xyxX2 十 3X4 十 … xg, ita, 的 字 , 证 明 d(x,e) > (a 
一 V > )/2， 对 于 全 部 ee BU, m). ( 换 名 话说， 
Fl, 2k) 的 覆盖 半径 是 2 一 2 一 。) 

设 且 是 三 元 [4, 2] Hamming 码 的 奇偶 校 验 矩 阵 , 令 工 和 

J 分 别 是 4 X 4 单位 矩阵 和 全 LERE, EBA 

J-I1I I I | 


| 
0. H -—H 


生成 一 个 d=6A (12, 61% C , 即 一 个 等 价 于 扩充 二 元 


F Golay 码 的 码 ， 
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第 五 章 码 的 R 
$5.1- 引言 ，Gilbert R 


在 这 一 章 中 ,我们 将 对 这 样 的 码 感 兴趣 ,对 于 给 定 的 码 字 长 和 
码 的 极 小 上 距离 , 码 含 有 尽 可 能 多 的 码 字 ， 和 而 对 这 些 码 的 实用 性 、 它 
们 的 编码 和 译 码 等 问题 则 不 加 考虑 。 我 们 还 是 以 4 个 符号 的 集 Q 
作为 字母 表 ， 并 定义 0: 一 (4 一 1)/4。 记 号 与 $ 3.1 相同 。 假 设 
4 已 取 定 ， 则 一 个 (n, *,d) 码 是 指 一 个 长 为 x, 极 小 距离 为 4 
的 码 。 我 们 对 码 字 的 最 大 数目 ( 即 能 放 在 * 处 的 最 大 的 M) 感 兴 
趣 。 如 果 一 个 (n, M,d) 码 不 含 在 任意 (n, M 十 1, 4) Bh, 
则 称 它 为 极 大 的 . 

(5.1.1) 定 义 ，A(w; d): 一 max{M| 存在 一 个 (n, M,d) 码 }. 码 
C 称 为 最 优 的 ,如 果 |C] = Aln, d), 

有 些 作者 把 极 小 距离 4 一 n 一 + 十 1 We, kl 码 称 为 “最 
优 的 5( 见 问题 3.7.2)。 这 样 的 码 在 (5.1.1) 的 意义 下 是 最 优 的 ( 参 
码 ). 

数 4(n, d) 的 研究 被 认为 是 组 合 编码 理论 的 中 心 问 题 。 在 
第 二 章 中 ,我 们 已 经 看 到 好 码 是 长 的 ,或 者 更 确切 地 说 ， 在 给 定 差 
错 概率 为 p 的 信道 上 ,通过 考察 一 列 长 度 递增 的 码 , 我 们 可 以 降低 
差错 概率 。 显 然 ,在 一 个 接收 字 里 差 错 的 平均 数 是 np, 因此 ， 如 
果 我 们 希望 纠正 这 些 差 错 , 码 的 极 小 距离 4 至 少 应 与 2ap 增长 得 
一 样 快 。 这 就 解释 了 下 述 定 义 中 所 给 的 数 al) 的 重要 性 ， 
(5.1.2) 定 义 . | | 

al): = lim sup nlog,A(n, ön), 
在 第 二 章 ,我 们 讨论 了 具有 给 定 信 息 率 的 一 些 好 码 ， 人 在 那 时 ， 
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我 们 问 的 是 d/n (作为 #* 的 函数 ) 有 多 大 ， 由 (5.1.2), 这 意味 着 我 
们 对 逆 函 数 a(R) ANEB. 

一 般 来 说 ， PAR A 和 和 a 都 是 未 知 的 ,我 们 将 研究 它们 的 上 界 和 
下 界 , 以 及 Ala, d) 的 一 些 特殊 值 ， 码 的 扩充 、 缩 短 和 删 减 ( 见 
$ 4.4) 等 技巧 将 经 常 使 用 , 由 它们 直接 可 推出 下 述 定理 
(S13) 定 理 . 对 于 元 码 ， 有 


. A(n, 21 —1) = Alna + 1, 22), 
”我 们 请 读者 回忆 § 3.1 中 球 B,(x) 的 定义 ,并 再 定义 

(5.1.4) Volar): 一 (B,(x)| = 2 Ka — 1) 
(SAG. 1.0)). i 

AT ARR a, 我 们 需要 推广 (1 4. DENDARA. Pg ‘0:. 
一 _ (4 一 1)/9， 我 们 如 下 定义 [10,.0] 上 的 类 图 数 H,: | : 
(5.1.5)  H(0):—0 

~ Hs(x): = xlogg(q — 1) — x logge 
oy 一 《人 1 一 xj)log (1 — r), WOK*e SO... 
注意 , 当 z 从 0 BS OR, H,@) 从 0 增加 到 1. 
(5.1.6) 定 理 . 设 01. <8, 422, M 
lim nog gV Va(n, Lan) 一 Hà). 

证 明 。 对 ”一 Lan], 在 ©. 1.4) FLAP 最 后 AERA 
By. 因此 


人 De — 1)" < pum aD 7 
| < (1+ bg) 人 r ) (a _ uel 


对 上 式 先 取 对 数 , 再 用 ” 除 , 然 后 仿 定 理 1.4.5 的 证 明 ， MIRAR 
的 结果 。 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 来 讨论 已 知 的 A(n, d) 的 最 好 的 下 办 | 
及 相应 的 a(5) 的 界 。 实 际 上 a(5) 是 很 可 能 达到 这 个 下 RW. 
然而 令 人 惊奇 的 是 ,这 个 界 的 证 明 却 完全 是 平凡 的 . 
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(5.1.7) 定 理 。 对 于 neN，aeN，4 <n RIE 
A(n, d) 之 g2/ 了 (2， d — 1). . 
EW. 设 C 是 一 个 极 大 的 《n, Mad) 码 , BD on 中 没有 字 与 
c 中 的 所 有 字 的 距离 大 于 或 等 于 d. 换 句 话 ， 球 Ba- (e), ee C, 
BETO. Ak, CR RER :之 和 [ClYales d —1) 超过 了 
4 一 1921". - 
这 个 证 明 告 诉 我 们 ,一 个 至 少 含 有 4 IV, (nid 一 1) 个 码 字 的 
码 可 以 很 简单 地 构造 出 来 : 从 任 一 个 字 cs 开始; 相继 加 上 一 些 新 
字 使 它们 与 先前 已 选 好 的 字 的 距离 至 少 是 4， 直到 码 成 为 极 大 的 
时 候 为 止 。 这 样 的 码 没 有 什么 结构 . 奇怪 的 是 ， SER CRE 
并 不 是 本 质 上 的 限制 ,正如 下 面 的 定理 所 表明 的 那样 .: a 
(5.1.8) £38; iOS n@N, dEN; “REN we Vaasa D < 
q” , 则 存 种 一 个 [ay ks d] 0e 
证 明 . k= 0 时 定理 是 平凡 的 。 设 Cra 是 一 个 | Ln, k=l 
d) 码 ， 因 为 Cral, 8—1) < 和， 所 以 它 不 是 极 大 码 。 W 
此 ,存在 字 . x& 0*， 它 与 Cr 中 所 有 字 的 距离 Sd. Q C 是 由 
Cri 和 {XX} 张 成 的 码 ， 设 2 = ax + HAE O#ae €Q, y E€ Cyr) 
是 Ci 中 的 一 个 码 字 ,; 则 .、. we 
w(z) = wla™z) = w(x + a ty) 
conoc med ay) ed  . .| DD 
‘We 3.7.14 中 的 码 是 定理 5.1.8 的 一 个 例子 . 
例 . 设 4 一 2, ”一 13，d 一 5， 则 由 (5.1. 4) 我 们 有 (13， 
4) 一 1093， 因 此 A(13,5) S ; [8192/1093] = 8, 事实 上 ， 定 理 
5.1.8 保证 了 [13， 3， 5] 码 的 存在 性 . 显然 这 不 是 一 个 很 好 的 码 ， 
因为 由 定理 45.7, WE AG, 4 三 次 , 我 们 即 可 得 到 一 个 [13， 
5,51. WS bh. $ 4.4 中 的 码 Y 是 更 好 的 非 线 性 码 , 它 是 一 个 
(13，64，5) 码 。 这 个 例子 说 明了 寻找 AC, d) RUE Tots 
AU, 我 们 有 A138, 5) 64 
.定理 5.1.7 中 的 界 称 为 Gilbert 界 (或 Gilbert- Varshamov F). 
MERTZ o WMT. 
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(5.1.9) 定 理 ( 渐 近 Gilbert P. 如 时 0<6 <8, 则 - 


a(8) > H,(8). 
证 明 . 由 (5.1.7) 和 (5.1. in 我 们 有 . 
| “(6) 一 limsup n° ‘log ad (n, bn) > > lim {1 - 一 ~ logaVs Cn， bn) 


=1-H H,(8). gs 
552 上 R 


在 这 一 节 ,我 们 讨论 A(n, 4) 的 一 些 比较 容易 得 到 的 上 界 . 
在 过 去 的 几 年 里 ,通过 应 用 更 复杂 的 方法 ， 得 到 了 一 些 更 好 的 界 . 
这 些 将 在 $ 5.3 中 讨论 
BRA (n, M,d) Wd 一 1 次 ,就 得 到 一 个 (n—d +1, 
M., 1) 码 ， 即 删 减 后 的 M 个 码 字 是 不 同 的 。 因此 M gi, 
就 证 明了 下 述 定理 ， PRA Singleton Fhe- 
62DE. 对 于 qs ny d€N, q = 2, 我 们 有 

Ala, D <i q” natt 
《5.2.2) 推 论 ;; 对 于 Fo。 上 的 一 个 Ez, 有] BRNA k<a— dh 
1. 
法 到 这 个 界 的 各 叫做 MDS 码 (参看 问题 3.7.2). 

例 , 设 ?一 2，2” 一 13, d 二 5, 则 有 4(13， 5) S512, 

.定理 5.2.1 的 渐 近 形式 如 下 : 
(5.2.3) 定 理 ， 对 于 0<6 <1, 我 们 有 a(6) <1 — ð. | 

下 一 一 不 办 是 通过 计算 两 个 互 异 码 字 间 的 平均 距离 的 最 大 可 能 
面 得 到 的 . 假设 C 是 (a, M, d) 码 ， 我 们 把 C 中 的 码 字 列 成 一 - 张 
表 ， 邯 臣 其 中 一 列 。 设 2 的 第 了 个 符号 (0 ji <4 一 1 在 在 这 个 
列 中 出 现 m; 次 ， 则 这 一 列 对 所 有 有 序 互 异 码 字 间 的 距离 之 和 的 贡 
献 是 S) mM — m;), AX Dn, 利用 Cauchy- -Schwarz 
i 三 从 


不 等 式 ， 我 们 有 
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S mM — m) = M° Tmt 
i=Q j=0 
q-1 3 í 
< M?’ -5 m, | = 9 M?. 
FET / 


尖 为 我 们 的 表 共有 nA, C 中 码 字 的 有 序 对 有 M(M 一 1) 个 , 故 
有 
M(M —1)d < n0M?, 
这 就 证 明了 Plotkin 界 . 
(5.2.4) 定 理 . 对 于 də n, deN, 4 > 2， 0 =l 一 9 ，。 有 


A(n, d) < 


so 只 要 d >On, 


fi. (a) 设 4 一 2，2 一 13，4 一 3， 则 9 一 =, 为 了 应 


定理 5.2.4, 我 们 考虑 一 个 (13, M , 5) 码 ， 将 它 缩短 4 次 则 可 以 
得 到 一 个 (9, M's 5) 码 ,其 中 M > 2M., h Plotkin 界 ， M'S 


5/(5 — 4+) = 10, 因此 M <160, 即 4(13.5) < 160， 一 个 


更 好 的 界 可 如 下 得 到 : 先 应 用 定理 5.1.3， 得 到 4(13， 5 一 4 
(14, 6)。 再 重复 上 述 论证 ,就 有 4(14, 6) <2 - 6/(6—5+)= 


96, 
(b) i g=3,n7=13,d=9, 则 9 一 二 对 于 三 元 码 ， 


由 Plotkin 界 可 导出 4(13， 9) < 27, BBE Hamming LTE 
见 (3.3.1)) 的 对 侦 码 , 它 的 生成 矩阵 为 | 
0000111111112 
G=10 1 1 1 0 0 0 1 1 1 2 2 2+¢4, 
10 120120 12012 
这 个 矩阵 以 PG(2, 3) ANTI, (a.m, 43)G 中 分 量 为 零 
的 位 置 相 应 于 POGO, 3) 在 役 影 直线 ant an + xs 一 0 上 
的 点 。 即 ,如果 a 关 0， 那 么 恰好 存在 4 个 这 样 的 位 置 。 因 此 ,每 
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个 非 办 码 字 的 重量 为 9, 从 而 任意 两 个 互 蜡 码 字 的 距离 为 9. 于 是 ， 
这 是 一 个 使 定理 5.2.4 取 等 式 的 线性 码 ， 

从 定理 5.2.4 的 证 明 , 我 们 可 以 看 到 ， 只 有 当 全 部 互 异 码 字 对 
具有 相同 的 距离 时 ， 等 式 才 可 能 成 立 ， 这 样 的 码 叫 做 等 距 码 ， 

我 们 再 给 出 一 个 渐 近 结果 . 
(5.2.5) 定 理 ( 渐 近 Plotkin R). RUA 

aë) = 0, & e<e<l, 
a(6) < 1 — 8/9, Æ 0<5<0 

证 明 ， 第 一 个 结论 是 定 还 5.2.4 的 平凡 推论 。 为 证 第 二 个 结 
论 , 我 们 定义 n: =L —1)/0], W) 1<d — 0n C1 +O, 将 
一 个 (n, M,d) 码 缩短 为 一 个 (x , M', d) 码 , 则 M Sqm, 
又 由 定理 5.2.4, 有 M <.d/(d — On') <d, Wit, M < dp, 
由 此 及 n’/n > 8/G(n-— 00) Al d 一 bn, 我 们 得 到 e) <1 — 
5/9, o O 

下 面 对 线 性 码 给 出 的 界 是 由 J. H. Griesmer (1960) 发 现 的 ， 
这 个 界 渐 近 等 价 于 Plotkin 界 ， 但 在 某 些 情 况 下 它 更 好 些 。 虽然 
证 明 是 初等 的 ,这 个 界 却 常常 是 最 佳 的 。 我 们 的 证 明 与 $4.4 中 讨 
TOW. Helgert 和 Stinaff 的 方法 基于 一 样 的 思想 。 设 G 是 一 个 [z， 
k, d] 码 的 生成 矩阵 。 可 以 设 G 的 第 一 行 的 重量 是 d, 事实 上 ,不 
失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 它 为 (11…10…0), 其 中 前 4 个 分 量 为 1. 
其 它 任意 一 行 在 前 4 个 分 位 上 至 少 有 [4/g1 个 相同 。 因 此 ， 关 于 
第 一 行 的 剩余 码 是 一 个 [x 一 4, 一 1,4'] 码 ， 其 中 4 > [d/q). 
利用 归纳 法 ,我 们 得 到 下 述 定理 。 
(3.2.6 ) 定 理 (Griesmer F). 对 于 F, bet les kd] 码 ， 我 们 
有 


一 1 
n> 24 [d/a 


fl, (a) 设 g =2, n=13, d= 5, 因为 3 15/21 一 13， 


i=0 


e 69 * 


ee di A mT 


我 们 发 现 一 个 [13,《, 5] 码 必须 满足 太志 6，§ 4.4 中 的 码 Y 了 有 
64 个 码 字 , 但 它 不 是 线性 的 。 事实 上 ,不 存在 一 个 [13,6,5] 码 . 抬 
不 然则 存在 一 个 [12,5, 5] 码 ,这 与 $4.1 中 的 分 析 相 矛盾 ， 于 
是 ,在 这 里 Griesmer 界 不 可 达到 。 


3 
(b) 设 g=3,2=14,d=9, H. >) 19/71=14 可 知 ， 
S i=0 


三 元 [13,《, 9] 码 满足 《过 4。 这 种 码 的 缩短 变形 类似 于 定理 
5.2.4 后 面 的 例 (b)。 假 设 存在 这 样 的 码 ,如 前 ,无 妨 假 设 重量 为 9 
的 字 (11.…10…0) 是 其 生成 矩阵 的 第 一 行 。 于 是 , 同 Griesmer 界 
的 证 明 一 样 ,剩余 码 是 一 个 三 元 [5，3，3] 码 ， 不 失 一 般 竹 ， 设 它 


的 生成 全 本 为 
1 0 0 1 1 | 
0 0 1 C d 


ee — rf a, b,c, 4d 4F 0, | 
ER, axb, cd, 因此 存在 第 二 行 和 第 三 三 行 的 一 个 组 合 ， 使 
其 重量 为 2。Griesmer ' 界 又 不 可 达到 |， 
“…! (3.1.6) 的 下 述 推广 RAB MSR CCE Hamming 
FREE EF. : 
(5.2.7) 2H. 如 果 gyn, e€N, 422, d=2e +1, 则 
— Aln, ad) KX q?/V n, e). 

. FEW, , 当 e 史 这 -- 个 (n, Mi 2e + 1) 码 时 , 球 BAe) 两 两 
AR ;因此 有 M - Vln, e) S qg” Å. 口 

Gh BE gq 2p 13,0 一 5, 则 由 VAG, 2) = F+ 13+ 
78 = 92 ,我 们 得 到 A013; 5) < 122/92) = 89. 

我 们 已 经 定义 使 得 (5.2.7) 中 等 式 成 立 的 码 叫做 完全 码 , 在 第 
七 章 ,我 们 还 将 回 到 这 个 问题 。 
(5.2.8) 定 理 ( 渐 近 Hamming R). 我 们 有 


a(o) <1—H, (2 9), 


“70° 


“ty i eA AA PF | a NIT TE FEI ETS SAE SS 


证 明 。 AG, [aoD <4 (0,2 [4 on] —1) <atl/¥y (a, 


STan] 一 1), 851 5.1.6 知 定理 成 立 。 po 


现在 我 们 讨论 一 个 证 明 起 来 稍微 困难 些 的 上 界 ， 在 很 长 的 一 
段 时 间 里 , 它 是 已 知 的 最 好 上 界 。 由 Plotkin 界 的 证 明 , 我 们 可 以 
清楚 地 看 到 , 如 果 码 字 间 的 距离 不 全 接近 平均 距离 , 则 界 不 可 能 是 
好 的 。 下 面 的 出 自 P. Elias 的 思想 给 出 了 一 个 更 强 的 结果 . 我 
们 将 证 明 Plotkin 界 的 方法 应 用 于 O° 中 适当 选择 的 球 中 码 字 的 
集合 ， 下 面 的 引 理 表明 如 何 选择 这 个 球 .不 失 一 般 性 ,我 们 了 Q= 
Z/qZ, | 

(5.2.9) 3138, pack O° 的 于 集 ， 则 有 xe eo" 使 得 


I+ ane) 1c | 
|| q” ot 


证 明 。 BERK xo» fH (mo + ADC] 最 大 则 o Coot a 
m+ ANCL q BD leet AYN E: 


xEQ 


=> >»? lix AFN eri 


C «xt OF BEA CER, = 


-r5 >! -4llcl， 


CH (ns M; d) 码 , 4 是 BO), zede 
可 以 假设 引 理 中 的 点 x 是 0， 考 虑 码 ANC KEN (2, K, D 
码 ， 其 中 K>MV s(n, r)jg. 我 们 以 这 个 码 的 码 字 为 行 做 一 个 
K Xn 矩阵 ,用 mi a ; 列 中 符 身 j BTE aft 


re, m 


ie’ 


(i) | >> mij = K, 
并 且 ， Ab RAO RE E oP A 
四 Gi) Sima SSK) 
因此 有 加 


e 7L o 


tp rp 


~1 


T 3 i 
GD my > @ D (D ma) =R = me) 
jml 


st 
以 及 
(iv) Niman! (> ma) = pig, 
i=l 


i=l 


我 们 再 来 计算 由 矩阵 的 行 组 成 的 所 有 有 序 对 的 第 距离 之 和 ， 
由 Ci) 到 Gv) 有 : 


n 研一 全 


4—i 
3 Oy mK = mi) = 0K — -> mi + D) mi) 
j=l 


i=] j= 
< nK’? — (q — 1) > (qmi, + K? — 2Kmio) 
E=] . 


< nK? — (q — 1) (gns? + aK? — 2K85). 
在 上 面 和 的 不 等 式 中 代入 S>K(n—r), HE <6n, 则 SS 
4g 7K。 我 们 有 | : 


n 4-1 


DD D>) mi(K — my) < Kr (2 — (r/On)), 


imi j=0 
因为 行 的 有 序 对 共有 KCK 一 1) 个 ,所 以 
KCK — 1)d@ S K?r(2 — r6™"n"), 
这 就 证 明了 下 列 引 理 。 
(5.2. 10) 513. 如 二 一 -个 (n, K, d) 码 的 全 部 重量 < <6n, Mi 


r 

下 Kr (2—2), 
(5.2.11) 定理 (Elias F). 设 Jany? EN, q>2, 0 = 1 一 9 
再 假设 r < ôn, r? — 20nr + Ond > 0, 则 

Ond , Fn 

r? — 20nr + 0nd Vlaar) 
证 明 。 从 引 理 5.2.9, 我 们 看 到 一 个 (n, M,d) 码 有 一 个 子 
G.C8 K> MV, r) 个 码 字 ， 并且 这 些 码 字 全 部 含 在 某 |. 
个 Bx). 中。 于 是 ,我 们 就 可 以 应 用 引 理 5.2.10, 得 到 | 


3 72: @ a 


Aln, d) S 


Ond i P 
"MV n DSK aon Foni’ f 
ah > r? — 20nr + Ond on 已 


注意 ; 若 r= 0n, d > On, WHE) Plotkin 界 。 | 
例 . 设 4 一 2，2 一 13,， d=5, W 6 一 二 估计 (5.2.11) 
中 的 4(14。6)， 可 得 最 佳 结果 。 这 个 结果 是 
42 914 


CA3, 5) = A(14, 6 过 一 -一 一 一 ， 
es Sar + 42 D | 
i< ;) 


所 以 ,最 好 的 选择 是 + 一 3， 此 时 4(13, 5) < 162, 
例 中 的 结果 不 如 早期 估计 的 好 。 不 过 ， 渐 近 Elias 界 却 是 本 
节 中 最 好 的 结果 。 O 
(5.2.12) 定 理 (新近 Elias 界 ). 我 们 有 | 
o a(8) <1 — H8 — VG — 0), 若 0<5 <0, 
a(S) = 0, 若 .6 委 8 天 1。 ,i 
证 明 。 定 再 的 第 二 部 分 由 定理 5.2.5 推出 ， 现 在 假设 Oa <, 
6, 选取 0 过 1 二 0 一 V96(0 — 8), 并 令 r= Làn], H 9095 — 20a 
十 > 0， 由 定理 5.2.11 及 d= Lên], RIA 


— o go G L i Ond. 7 ° 
‘logqgA(n, n) Sn] “SS f 二 一) 
n ‘logsA(h, 6n) < n loge ri—20nr+Ond Va(n,r) 


ee 68 an 
~” {loss (536,508) * Ha) | 
| ~1—H,A), (n —> co )。 : 
因此 , oa(8) <1 — H(A), 由 于 对 每 个 4 一 9 一 VET 8) 这 
都 成 立 , 所 以 即 得 结论 ， 
a 下 一 个 界 也 是 基于 BREST ROEM, 这 时 ， 我 们 研究 具有 
HEEE AF. 

We, 我 们 必须 研究 一 些 与 Aln, d) MRAR 我 们 限定 
q= 2, 
(5.2.13) 定 义 。 在 长 为 4， 极 小 距离 >d 的 所 有 二 元 码 中 ， 重量 为 


。73 。 


eevee ned EEE Fe TS IR rr TTY 


的 码 字 的 最 大 个 数 记 为 An, d, w). 
(5.2.14) 引 理 。 RDE 
Aln, 2k —1, w) = Aln, 2k, w) 


7121|...n—w+*|... 
<le kak eS] 
证 明 。 因为 重量 相同 的 码 字 间 的 距离 为 偶数 ， 所 以 A(n, 2k 
—1,w) = A(n, 2k, w); 假设 码 C 满足 我 们 的 条 件 , 且 [Cl = 
K, 以 C 中 的 码 字 为 行 做 一 矩阵, 则 它 的 每 一 列 至 多 含有 Aal, 
2k, w—1) 个 1。 Alt, Kw <nd(n 一 1,2k,w 一 1), 即 


Aln, 2k, w) < <|> A(n 一 1， weoh 


由 于 4("， 2k, k—1) = 1, TS O 口 
这 个 引 理 表明 了 如 何 估计 数 4(x, d, w), BOTTA BL 用 这 个 

数 来 估计 Aln, d), REE Hamming 界 的 下 列 推广 中 所 示 ， 这 这 

MHE BRIT” Johnson F, 

(5.2.15) 定理 。 设 q =2;n, e€N, d= 2e +1, mE - 


Aln; d) S : i 


证 明 。 证明 思想 与 Hamming . 界 的 证 明 是 一 样 的 。 设 10, 1}” 
中 有 Na 个 字 与 (a, M,d) BC 的 距离 为 e+], MU 、 
M > > ) + Nn < | 


为 了 估计 Neri» 我 们 考虑 一 个 任意 的 码 字 c, 不 失 一 般 性 , Fike 
为 0。 于 是 C 中 重量 为 4 的 码 字 个 数 至 多 为 A(n, d, d), ER 


字 中 的 每 一 个 都 与 (“ ) 个 重量 为 。 + 1 FERA e 因为 共有 


à 74 o 


L + 1) 个 重 为 “十 1 的 字 , 则 其 中 与 C 距 离 为 。 十 1 的 字 至 少 


有 ( ”，) 一 (“) Amd, 4) 个 . 让。 跑 遍 C 的 所 有 码 字 , 我 们 


计算 出 {0， 1)" 中 有 MM (|) 一 《2 ) 4G. a, a} ea ce 
HB c+ 1。 这 些 字 中 的 每 一 个 被 计算 了 多 少 次 呢 ? 任 取 其 中 
之 一 ,不 失 一 般 性 , 仍 设 为 0。 与 0 的 上 距离 为 “ + 1 的 两 个 码 字 之 
间 的 距离 > 2e + 1 的 充分 必要 条 件 是 它们 在 相 异 的 位 置 上 为 1. 
因此 ,这 种 码 字 的 个 教 至 多 为 ||, 这 就 给 出 了 所 要 的 Non 
的 估计 ， 

由 引 理 5.2.14， 我 们 看 到 ,者 取 《 一 “十 1 w= 2e + 1, 则 

Loans 人 7 y=], 

代入 定理 5.2.15, 则 证 明了 码 C 满 是 


210 161) 3 aan pails 

i e 十 1 Oo 

这 是 Johnson 界 的 原始 形式 . as 
fl. ik g=2,0= 13, 2 一 5( 即 。 一 2), 则 A4(13， 5, 5)< 


-2 es 8 


213 


286 — 10. 23° 


o (A135) < 一 一 一 一 一 
f 1 十 13 + 78+ 


= 77 


对 于 n= 13, q=2; d=5, 这 是 迄今 为 上 的 最 好 结果 ;只 有 和 
用 下 一 节 的 强 有 力 的 方法 ,我 们 才能 求 出 4(13.5) 的 真实 值 
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$ 5.3 ”线性 规划 界 


现在 已 知 的 许多 关于 Aln, d) 的 界 的 最 好 结果 都 基于 P 
Delsarte (1973) 所 发 展 的 方法 ,其 思想 是 推导 出 一 些 与 MacWilliam 
恒等式 (定理 3.5.3) 有 密切 联系 的 不 等 式 ,然后 利用 线性 规划 的 技 
术 分 析 这 些 不 等 式 ， 这 一 节 主要 依赖 Krawtchouk 多 项 式 的 一 些 
性 质 。 | 

| oy TRAE, RIRES Ain CSR, EX 
Kix)? = > Ko RL) a De, 
其 中 
(*): _ «(* — D(x = 2) (xz = 1) , (x € RY), 
关于 这 些 多 项 式 的 讨论 及 我 们 所 需要 的 一 些 性 质 ， 读 者 可 参阅 
§ 1.2, 
 FRRERS ROM Z/4Z (这 样 假定 并 不 失 一 般 性 )， 对 


X, ye Q", 用 (x,y) 表示 通常 的 内 积 Sa 


>> a = KA). 
| SE Sak 
证 明 。 我 们 可 以 设 x = (xi, zi 0 0)， 这 里 和 
到 x; 都 不 为 0. 选择 《个 位 轩 hig fay ***3 his 使 得 0 二 及 一 


hle Lh SiL hma Kh Sn, 设 九 是 所 有 仅 在 这 些 
MEEA 0 的 字 ( 重 为 A) 的 集合 。 由 引 理 1. 1.32， 有 

> up = >> 。。。 oth yay “EA hy 

vén Ya UNO) YAp ONO 


te ‘76 


i Ei HE A Ta PT me emer TT E ae 


= (q — 1) 1 D wth 一 (一 1)19 — 1), 


i=1 yego) 
asosl G 一 ;种 先 择 , 所 以 结论 成 立 . 口 
”为 了 能 讨论 任意 码 ( 即 不 必 是 线性 码 ), 我 们 推广 (3.5.1). 
(5.3.2) 定 义 ， 设 CE 是 一 个 含有 M 个 字 的 码 ,定义 
/Ai: = M ‘|{《X, y)|xec, ycc, d(x,y) = #}I. 

PII (Ai) =o 称 为 C 的 距离 分 布 或 内 分 布 . 

注意 ,如 果 C 是 线性 的 , 则 距离 分 布 就 是 重量 分 布 . 
” ”下面 的 引 理 是 线性 规划 界 ( 定 理 5.3.4) 的 基础 。 | 
【5.3.3) 引 理 。 设 (4) fn 是 码 ClO" 的 距离 分 布 ， 则 对 于 ke 
(0,1, 2}, 有 


| pA > 0, 
证 明 ， 下 引 理 5.3.1， 我 们 有 | 
My AKG = > > Soe 


= ) a 
t=O nec < 人 
l = 
eQ” 
wha) mk 


. (5.3.4) EE. 设 qan, CEN, q > 25 则 


xEC 


>> wo | > 0, | | 7 po 


A(ns 8) < max {D dildo = 1, A; =0, BP i<i<a, 


A120, >) Kili) > 0, 对 于 te {0, 1 oath 


和 *¢* ọọ 9% ¢ 


证 明 。 由 引 理 5.3.3， 一 个 (a d) BRERA KWER 
等 式 YAR) 之 0, 显然 ， A; 是 非 负 的 ,并 且 4 一 1， A,=0, 
img 


.77>? 


对 于 1 委 ; < 4， 进 一 步 , 由 (5.32) 我 人 有 D 4 一 MT |1CF= 
M, 和 
最 后 的 断言 就 是 问题 4.7.6. 
例 。 同 前 面 几 个 例子 一 样 ,我 们 希望 估计 4(13,5) = 4(14， 
6), 这 里 4 一 2。 对 于 一 个 14, M ,6) 码 的 距离 分 布 ,我 们 可 以 
an \ | : 1B > 
O A= 1, A = A= A, = A, = A, = A; 
= A= An As=0 
Ay 之 0, A20, Ay È 0, 4 0, Au = 0, 
对 于 这 些 4;， TEES 5.3.3, 我 们 有 下 述 不 等 式 (KG), 的 值 可 利 
tH (1.2.10) Bl ): 
14 + 24, — 24, — 64 — 104 十 144 > 0, 
91 — 54; — 54g — 1A + 434 + 91445 > 0, 
364 — 124A, + 124g + 4A — 1004, — 3644, > 0, 
1001 + 94, + 94s — 39A1 + 1214n + 10084 > 0, 
2002 + 304s — 304a + 3840 — 224a — 200244 > 0, 
3003 — 5A, — 54, P 2749 — 1654n + 300344 > 0, 
| 3432 一 404, + 404, 一 An + 2644n — 343244 > 0, 
我 们 必须 求 出 M=1 + Act Ae +t Ant An + du 的 一 te 
界 , 这 个 线性 规划 问题 有 唯一 解 
4 一 42， A= 7, An = 14, An = Ag = 0, 
TR M-< 64。 在 $4.4 中 ， 我 们 构造 了 一 个 (13， 64,5) 码 了 ;于 
是 由 此 我 们 证 明了 4(13， 5) 一 64, 
AE, 我 们 给 出 宗 理 5.3.4 的 另 一 种 形式 ;与 原来 的 形式 相 比 ， 
它 常 有 一 些 优点 热 悉 线性 规划 的 读者 会 看 到 ， REEN TR 
原理 (参见 [32]). | 


BZU SKS”), BWE #0) < 0, j=d, d+ l1,- “3 M5 
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则 Aln, d) < (0), a a EF 
证 明 。 假设 Aos Ai, es, Aa 满足 定理 5.3.4 的 条 件 ， 即 
Ki (9). 十 2 ARG) > 0 (A = 0, bao s RS Aj 2 0, 对 于 i= 


d,d +1,-- "s o), RR E480) <0, BR 


-Ð> P A KaG) 


jad 


>- 5 PKO) 一 t — 8(0), 
kŠ 
因此 o | 
l+ 3) 4 < p60). D 


iad 


“定理 5.3.5 的 优点 是 ， 对 于 任意 满足 定理 条件 的 多 项 式 都 能 
产生 Ala, 4) 的 一 个 界 ， 而 在 定理 5.3 B4 4 中 ， 则 必须 采 出 不 等 3 
的 最 优 解 。 : = oH 

OCA. 没 gq=2, ame Wel, 4 一 (十 1 我 们 试图 求 H 


Aln, 4d) 的 一 个 界 , 取 PG) = 1+ — 2e) + Bia —2nz 4 


2 yen = 1) ) aba 6 ad) = Bln) 一 9， 我 们 有 B= 
(n +1)/2n, B= Ln, 因此 定理 5.3.5 的 条 件 满足 . 于 是 ， 我 位 
得 到 AQI+ HIKES Hent h|) aAa. 


这 与 Plotkin R (5.2.4) jA. 

迄今 知道 的 关于 c(6) 的 最 好 的 界 属于 R J. McBliece,, E. | 
© R. Rodemich, H. C. Rumsey 和 L. R. Welch (1977; 参见 [50]). 
我 们 不 讨论 这 个 界 ， 而 只 给 出 一 个 稍 弱 的 结果 (5 > 0.273 时 ， 实 
际 上 是 相等 的 ), 这 个 结果 也 属于 这 些 作者 , 它 基 于 定理 5.3.3 的 一 
“个 应 用 ， 
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(5.3.6) 定 理 . 设 4 一 2， 则 
， o oo 
alô) < H, (+ 一 V5G —8)), 
证 明 ， 我 们 考虑 一 个 整数 ， (1 <: <Żn )， 和 一 个 在 区 间 
(0, n] 中 的 实数 a。 定义 多 项 式 al) H 
a(x): = (a 一 x) HK, (a)Kinile) 一 Ki4i(a)K,Ce) } 
应 用 (1.2.12), 得 


2 n B ' | 
(5.3.7) a(x) 7 t+ ( ， ) {Kela )}K Cr) 一 Kisi(a)K, C2) } 


< Kya) Kae) 
a OS 


& ats): 一 pa aKa) 是 an 的 Krawtchouk 展 式 ， 我 Aa 


BER o 和 :使 得 p(s): = G(x)/oo 满足 定理 5.3.5 的 条 件 。 如 果 
FR THR a<d, 则 仅 需 检验 a SOG =l, n) 4H >0 BB: 
RRL. FA xt? 表示 下 的 最 小 零点 ;我 们 知道 rft < CL, 
(1.2.13)), | 
为 了 简化 下 面 的 计算 ， 我 们 选择 ty 使 得 x8) < 4d, 然 后 在 fth 
PI xi? 之 间 选 择 a 使 得 Kila) 一 一 Kinla) > 0。 于 是 , (5.3.7) 
把 ale) 表示 为 ZcuKr(x) Kile), HHA RM cn BRAM 
的 ， 由 (1.2.4) 可 知 所 有 w 也 是 非 负 的 。 进 一 步 ，o 一 一 [2/(z + 
1)] (" Ea) . Kila) > 0。 因 此 ,确实 可 以 应 用 定理 5.3.5, 从 
3.8) | CO atiy 
(5.3.8) A(n, d) < 800) > Dali + dire i) |, 小 
为 了 完成 定理 的 证 明 ， 还 需要 更 多 地 知道 零点 [L 的 位 置 。 我 们 
知道 , 若 0<r<-, n> © H t/n—r, Bil 


son Vr T), 
由 此 ,可 以 把 (5,3.8 ) 应 用 于 下 述 情 形 : n —> 00, djn —> 68, 且 有 一 
Z 1 ari NS 
列 * 值 使 得 tin =>> Vel 一 8). Æ (5.3.8) 中 取 对 数 ,再 除 
以 #, 则 得 定理 的 结果 。 (关于 x? 的 命题 的 证 明 ， 建 议 读 者 参考 


一 篇 有 关 正 交 多 项 式 的 文献 [46] 或 [53]. ) = 
§5.4 评 注 


在 图 2 中 ， 我 们 比较 了 这 章 所 给 出 的 渐 近 界 ， 这 里 没有 包括 
V. I. Levenshtein (1975; 参见 [40]) 和 V. M. Sidelnikov( 1975; 
参见 [63]) 给 出 的 界 ,因为 它们 不 如 McEliece 等 人 的 结果 [50] 好 ， 
而 且 推导 相当 困难 。 上面 提 到 的 最 好 界 是 : 


Gilbert 

X McEliece 等 

,Elias 

信 Hamming _ 
„Plotkin 


„Singleton 


@ §] œ 


(5.4.1) alë) < min{1 + glwt) — g(t +.28u + 28)| 
sus — 26}, 


其 中 oo 
g(x): = H (=x =x), 


鞭 证 明 可 参见 [50] 或 [521. 对 于 很 小 的 信 3，Elias 界 优 于 (5.3.6)， 
但 劣 于 (5.4 1). 

M. R. Best 等 人 (1976; 2 见 161) 对 (5.3.3), (5.3.4) 作 了 如 
下 推广 : 

(i) 如 果 |C) 是 奇数 , 则 (5.3.3) 的 不 等 式 要 强 得 多 ; 

Gi) 在 (5.3.4) 中 加 上 一 些 不 等 式 (比如 明显 的 不 等 式 4。-: 十 
4s 筷 1， 可 以 产生 几 个 很 好 的 界 ( 见 问题 5.5.12)。 | 


$55 问 题 


5.5.1， 利 用 线性 码 可 由 它 的 奇偶 校 验 矩阵 定义 这 样 一 个 事实 ， 证 
BA: 如果 Valan 一 1,4 一 2) 二 gq"”*， 则 存在 Fs 上 的 一 个 

[n,k, d] 码 。 与 定理 5.1.8 比较 这 一 结果 。 

5.5.2， 对 于 q4=2, 决定 4(10, 5). 

5.5.3， 设 q 一 2， 证 明 : 如 果 定 理 5.2.4 的 右边 是 奇 整数 /， 则 | 
4(2 2)< 和 /一 1 

5.5.4. Æ gq 一 2， 决 定 4(17, 8) 的 界 . 

5.5.5， 考 虑 一 个 [31, 5] 对 偶 二 元 Hamming 码 的 生成 和 矩阵。 证 明 
可 以 去 掉 该 矩阵 的 若干 列 , 使 余下 的 矩阵 生成 一 个 4 一 10 

| 的 码 , 达 到 Griesmer FR, 

5.5.6， 设 C 是 一 个 长 为 zz、 极 小 了 距离 d 一 2 的 二 元 码 , 其 码 子 都 
具有 重量 w。 假 设 1C| 一 [n-(n—1)/w(w 一 1)]A4(n—2，, 
2k, w 一 2)。 证 明 c 的 码 字 是 2- 设计 的 区 组 . 

5.5 7， 证明 缩短 二 元 Hamming 码 是 最 优 的 . 

5.5.8， 设 wEN, w>4, C 是 如 下 定义 的 长 为 7 We: 
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| @~ 


aa 1 n—1 
Cr: = Ko cl ty Cpi) | Ci =" Ws Sic, = 1 (mod n)}, 
u 


i= 


其 中 求 和 在 忆 中 进行 。 证 明 


wl : 
A(n, 4, wy ~? = (n > œ), 
w| 


#7} 
5.5.9. ie g=2, 证 明 ( JA, 2k) S 2"A(n, 2k, w), 
w | 


5.5.10. (i) 证 明 4(n,2k,w) <(1 — w/k) —(w/n)), w 
| 果 不 等 式 的 右边 是 一 个 正 数 ， 
GD 利用 G) 和 问题 5.5.9 推出 Elias 界 . 

55.11. 设 C 是 一 个 二 元 (n, M,d) 码 ,满足 一 V ”< 24< 
n 又 设 C 有 性 质 : 若 xec, 则 x 十 16 C: 证 明 在 
(5.3.3) 中 取 A 一 2 司 得 

` 8d(n— d) 

— (n — 2d)" 

| (PRAY Grey FR.) . 

5.5.12， 证 明 $4.4 中 的 (8, 20, 3) 码 是 最 优 的 。 (这 是 很 难 的 . 参 

| 35.4) En E 


Mg 
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第 六 章 f 环 码 
§6.1 Œ gX 


在 44.5 中 ,我们 定义 了 一 个 码 C 的 自 同 构 群 Aw (C)。 与 此 
相应 ,有 一 个 置换 矩阵 群 。 有 了 时，Aut(C) 的 定义 可 以 用 单项 矩阵 
代替 置换 矩阵 来 加 以 扩充 所谓 单 项 矩阵 就 是 其 每 个 非 零 元 都 与 
一 个 置换 矩阵 相对 应 的 矩阵 。 在 这 两 种 情况 下 ， 我 们 感 兴趣 的 都 
是 置换 群 、 这 一 章 将 研究 这 样 的 线性 码 ， 它 的 自 同 构 群 包含 几 阶 
循环 群 ,其 中 ”> 是 码 字 长 度 ， | 
(6.1.1) 定 义 。 一 个 线性 码 C 称 为 循环 码 , 如 果 

Veine vecE (cn, Cas Ci "*， Car EC]. 

用 单项 矩阵 代替 置换 矩阵 ， 这 个 定义 可 扩充 如 下 : 如 果 对 于 
每 一 个 码 字 (cas, Cis ° "Te Ca1)> 字 Qe, Cos Cis" " "9 Cn-2) 也 
在 C 中 (这 里 是 固定 的 ), 则 码 叫 做 常 循 环 码 (或 负 循环 码 ， 如 果 
1 一 一 1)。 我 们 将 介绍 循环 码 的 理论 ， 它 到 常 循环 码 的 推 扩 是 一 
个 简单 的 练习 . 

在 循环 码 的 讨论 中 ,最 重要 的 工具 是 F 和 一 个 多 项 式 群 之 间 
的 下 述 同 构 。 在 多 项 式 环 Pole) 中 , x" 一 1 的 倍 式 形成 Pr] 的 
一 个 理想 ,剩余 类 环 Fs[*]/(x” 一 1) 以 下 列 多 项 式 集合 为 一 个 代 
表 系 ， 

(Le 十 ex 十 -十 ln ya; E Fa, OSa. 
很 明显 ，F* 向 构 于 这 个 环 ( 仅 作 为 加 法 群 )，、 下 面 ， 我 们 也 要 用 到 
现在 引进 的 乘法 结构 ， 即 模 (x” 一 1) 的 多 项 式 乘法 。 从 现在 起 ， 
我 们 视 下 述 两 种 表示 为 同一 : | 
(6.1.2) (da, ai， Ana) E BOS (a, t ax + 
s.. + as ae") EE Falx]/(x" — 1), 
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7 MPS Be $i aM aa hea A AP PA AIOE AN RIP Tr E ema he tat ane a 


由 人 6.1.2), 谈 到 码 字 e 时 ， 我 们 经 常 是 指 码 字 <(c] .引伸 一 
步 ， 我 们 把 一 个 线性 码 看 成 是 Fo[x]/(x” 一 1) 的 一 个 子 集 。 
(定理 ， eee tne C 是 Falx] 


EE 


证 明 . i uk oR Fstx1/(《x” — 1) 的 一 个 理想 ,c(x) = c 
十 ort eee t era 是 任 一 码 字 ， 则 ，xc(x) 也 是 C 中 的 一 
as 

(cats Cos co， cna) EC, 

(i) 反之 ,车 C 是 循环 码 , 则 对 每 个 码 字 cle) BA re OE 
C 中 .因而 ,对 一 切 i we) 在 C 中 . 因为 C 是 线性 的 , 所 以 对 
一 切 多 项 式 a(x), BA a(x)c(x)€ C。 因 此 C 是 一 个 理想 .。 O 
(6.1.4) 约 定 。 从 现在 起 ,我 们 只 考虑 Fs 上 长 为 的 循环 码 ， 这 里 
(n,q)=1, 

由 于 -Fsfx]/(x* — 1) 是 主 理想 环 ,所 以 , EEE CECE 
中 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 g(x) 的 倍 式 组 成 (参见 $ 1.1). o 
-NETERA gC) 与 "一 1 er 
g(x) 次 数 更 低 的 多 项 式 )， 令 x* 一 1 一 有 (x)f(x)…f(x)- 是 
x 一 1 的 不 可 约 因子 分 解 , 由 (6.1.4)， 这 些 因子 互 异 . 从 x** 一 1 
的 2 个 因子 中 任意 取出 一 个 作为 生成 多 项 式 g) ,相应 地 就 定义 
了 一 个 循环 码 ， 它 是 g(x) mod (x* 一 1) 的 所 有 倍 式 的 集合 、 穷 
TANTRA MARES” n 的 全 部 不 同 的 循环 码 . 
一 个 极 大 理想 )， 记 为 Mise n LIVR Te RRNA 
循环 码 ， 记 为 M7. 极 小 循环 码 也 称 为 不 可 约 循 环 码 . 

定义 (6.1.1) 保 证 了 循环 码 C 的 自 同 构 群 包含 由 置换 

i; >i + 1 (mod n) 

生成 的 循环 群 ， 然 而 ,由 于 ea(z?) = a) 与 a(x) 在 同一 个 循环 


码 中 ,所 以 由 wei) = qi (mod n) (BU x> 1°) 定义 的 置换 ro . 


也 把 循环 码 映 为 自身 . Bm 4(mod #) 的 阶 , 则 置换 e> it] 
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和 zs 生成 Aut(C) 的 一 个 am 阶 子 群 . | 


$ 6.2 ”生成 矩阵 和 校 验 多 项 式 


Be g(x) 是 一 个 长 为 ”的 循环 码 C 的 生成 多 项 式 , 如 果 g(x) 

的 次 数 是 n— k, WBF gle), rgl), 5; xt-!g(x) 显然 构成 
C 的 一 组 基 , 即 C 是 一 个 n, k] i. 因此 ， aa g(x) = go 十 Bx 十 
“二 Ea- ‘ k, W E 


8o Litte Bak “0 0。。， 0 
O 8 … go-k- En-k 0:**0 


0 0:... Bo 8 | 
是 5 的 生成 矩阵 . 这 意味 着 我 们 把 信息 序列 (ao, att; fi 
BR aG, MS mt : 
oo (a) + a,x 十 … "十 artea) . 
坐 成 矩阵 的 一 个 更 方便 的 形式 可 如 下 得 到 : (对 于 Sk) 定义 
xm ox )ai(e) 十 ri(x)， 其 中 r(x) 是 次 数 小 于 2 —k 的 多 项 
式 . 多 项 式 x 一 r+;(x) 是 C 中 的 码 字 , 并 自 构成 它 的 一 组 基 . 由 
此 产生 C 的 一 个 标准 形式 的 生成 逢 隆 (14 在 右边 )。 在 这 种 情况 
Fs (as dist’ ’’ Qk-1) 的 编码 如 下 : 先 用 Be 除 (ay) + ax 十 
:十 ap ek") rx" k; 然后 从 (ao + aix +- . -+ ay ath oe k 中 
WEAR TORE. o | | 
让 各 用 一 个 国定 多 项 信人 除法 可 由 一 不 简单 寄存 器 ( 定 
义 见 第 十 一 章 ) 来 实现 ,所 以 从 技术 上 说 ， 这 是 一 个 对 信息 进行 纺 
码 的 十 分 简单 的 方法 ， 
因为 g(x) 是 x” 一 1 的 因子 ,所 以 有 多 项 式 h(x) = ho t ht 
十 … 十 hx4， 使 得 gahl) = x? 一 1( 在 Flex] h) ER 
Falx}/(x” 一 1) HH, 我 们 有 g(x)h(x) 一 0， BY Loh; 十 gihis 十 
“二 gan_khiath = 0, z= 0,1,...,7 一 1。 AABN AD | 
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hi As hy Q.. 0 
由 所 有 使 得 CEACE) 一 0 的 cle) 组 成 ESEE GAI H, R 
们 看 到 : 以 (x) 为 生成 多 项 式 的 码 等 价 于 c 的 对 偶 码 (颠倒 符号 
“次序 就 可 得 到 )， 这 个 码 常常 就 简单 地 叫做 C 的 对 偶 码 (由 于 它 不 
等 于 C+, 这 各 来 许多 混乱 )， 注 意 , 在 这 个 意义 下 , 极 大 循环 码 M7 
的 “对 侦 ” 就 是 极 小 循环 码 M7. 
考虑 生成 多 项 式 为 g(x) = (x° 一 DOJ 的 极 MERE 
M7, 其 中 f(x) 的 次 数 为 HR aCe) 和 56(x) 是 M7 的 两 个 码 
F, 并 且 a(x)b(x) 一 0， 则 其 中 必 有 一 个 能 被 f(x) 除 尽 ， 因 此 
它 就 是 0。 因 为 M7 没有 零 因子 ,所 以 它 是 一 个 域 ,与 EIR. 
个 特别 有 趣 的 例子 是 取 n= 2-1, ie) 为 一 《次 本 原 多 项 
式 ， 在 这 种 情形 下 ， 生 成 多 项 式 ,g(z) 的 = 个 循环 移 位 显然 就 是 
M7 的 全 部 非 零 码 字 。 这 意味 着 这 个 码 是 等 距 的 ( 见 $ 5.2)， 因 此 
它 的 距离 就 是 2:-! (由 (3.7.5))， 作 为 推论 , 我 们 得 到 : x* 一 1 的 
每 个 本 原因 于 (这 里 n= 2* 一 1) 恰好 有 2-! 个 系数 等 于 1. 


§ 6.3 ERER 


设 a” 一 1 一 大 (x).…f(x)，Pi 是 fiC) E Fa 的 某 个 扩 域 中 
的 零点 , 则 f(x) 是 5 的 极 小 多 项 式 . 因此 , 极 大 码 M? 无 非 是 满 
E cB) 一 0 的 多 项 式 WRA. 所 以 ,一 般 地 可 以 这 样 确定 
一 个 循环 码 : 要 求 它 的 全 部 码 字 都 满足 某 些 预先 给 定 的 零点 . 事 
实 上 ,我 们 只 需 取 生成 多 项 式 g(x) 的 每 个 不 可 约 因 式 厂 的 一 个 零 
点 Pi, 并 要 求 所 有 码 字 都 以 这 些 点 为 零点 (它们 在 FeLx] 的 某 个 适 
当 的 扩 域 中 )， 如 果 我 们 从 任 一 集合 a, m,e, HR, 定义 码 

CHA: clx) EC 当 且 仅 当 cle) = 0, §=1,2,-++55, WC 
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循环 的 ， 并 且 它 的 生成 多 项 式 是 asa …，o 的 极 小 多 项 式 的 
最 小 公 倍 。 假设 所 有 这 些 零点 都 在 Fon (可 表示 为 向 量 空间 F7) 
中 .对 每 个 i, 我 们 考虑 以 1, wy co? 的 向 量 表示 作为 列 
的 m X n 矩阵 ,然后 将 它们 放 在 一 起 组 成 一 个 sm X 2 R A, 
其 元 素 在 Fs h, 显然 ，e = 0 意味 着 cla) —0,+—1, 2, 

…,5，。 这 里 C= (co, ci Caa). 日 的 行 不 一 定 独 立 ， 人 队 中 
-去掉 若干 行 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 奇偶 校 验 和 矩阵， 作为 这 种 的 述 循 
环 码 的 方法 的 一 个 例子 ,我 们 证 明 二 元 (以 及 许多 其 它 ) Hamming 
码 ( 参 见 (3.3.1)) 是 (等 价 于 ) 循 环 码 | 


(6.3.1) 定 理 . 设 :一 (4 -D/U 一 D,p 是 到 Fy 的 一 个 次 本 


RRMA. 进一步 ， 令 (nq — 1) = l, MERE 
i Ci:—{c(x) |e(p) = 0} 
等 价 于 Fs 上 的 一 个 in, m —n] Hamming- 3. 
”证明 。 因 为 
pam (q — 1)(g™ + 2qr 十 .… tml tm, 

我 们 有 (a,¢—-1) = (m, q —1)=1. 因此 P51, BD pg 
Fr, i= 1,2,---,2—-1. 由 此 推出 矩阵 五 的 列 ( 它 们 是 1, 8， 

o, 6° 在 FY 中 的 向 量 表示 形式 ) 在 Fs 上 两 两 线性 独立 。 故 五 
是 一 个 [n,n 一 m] Hamming 码 的 奇偶 校 验 矩阵 . 

通过 构造 长 为 9 的 二 元 循环 码 来 看 看 迄今 为 止 我 们 所 学 的 东 
Pa. : 7 
(6.3.2) 例 .包含 9 次 本 原单 位 根 的 的 最 小 扩 域 是 Ex。 Re 
是 这 个 域 的 一 个 本 原 元 ， 那 么 o 一 1,， 且 8 一 w 是 一 个 9 次 本 
振 单 位 根 . 由 定理 1.1.22，8 的 极 小 多 项 式 以 B, 6, ps Bs BY = 
a’, B= P 为 零点 。 这 个 多 项 式 只 能 是 (2 — 1) ll 
+e + 1 ( 见 (1.1.28))。 因 此 
x — l = (x — 1) trt dC + x? + 1) 
= f(r) fC) f(x) | 

” 码 M+ 在 日 中 的 列 向 量 两 两 独立 , 即 My 的 极 小 距离 之 3. A 

为 M3 明显 地 由 下 面 的 码 字 组 成 : 
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(co c1 cz Cdrc coc ci)， 

所 以 我 们 立即 得 到 d= 3. Ms 的 校 验 多 项 式 为 6+ 2° +1, 
因此 它 是 一 个 [9，6] 码 .因为 x* 一 1 是 一 个 码 字 ,所 以 距离 是 2. 
如 果 我 们 用 xo 十 x 十 1 来 构造 Fx, 然后 用 (6.3.1) 前 面 所 述 的 方 
法 对 Mz 作 一 个 12 X9 和 矩 阵 日 ,那么 这 个 矩阵 有 6 行 是 全 0 向 量 ， 
一 行为 全 1 向 量 ， 一 行 (110 110 110) 和 四 行 (011 011 011). 由 
此 ,我 们 找到 了 一 个 3 Xx9 的 奇偶 校 验 矩阵 .当然 ;从 x 十 x 十 1 
我 们 得 到 一 个 等 价 于 (I I 了 1) 的 奇偶 校 验 矩阵 。 用 类 似 的 方法 ， 
读者 可 给 出 稍 难 一 些 的 例子 


$ 64 循环 码 的 磊 等 元 


在 许多 应 用 中 表明 了 用 一 个 叫做 者 等 元 的 多 项 式 clx) 代替 
循环 码 的 生成 多 项 式 有 其 优越 性 . 宕 等 元 的 定义 包含 在 下 列 定理 
H, ; 

GADEA. cE MER, MC PESOS Tet 
cx) 为 其 单位 元 。 

WEA. 设 g(x) 是 C 的 生成 多 项 式 ， h(x) 是 C 的 校 验 多 项 式 ， 
BL g(x)h(x) 一 x 一 1、 由 于 x" 一 1 无 重 零点 ,有 (g(x),h(x)) 
一 ] EEE BA acne be)» 使 得 ae) + DGAC) 

定义 O ，. 

人 eG): =a(xe)e(*%) = 1 — b@)AG). | 
显然 ， DE CRS TEE. 而 且 如 果 p(x)g(%) 是 C 的 任 一 码 
BA 

可 GPE) = = p(x)e(x) — bho) pG@) gO) 
= p(«)g(«)mod (x” — 1). 3 | 
十 是 (Cw) 是 C 的 单位 元 ,因此 是 唯一 的 . 四 口 
因为 (x) 一 el), MAR c HRS. MA, CHA 
以 有 其 它 元 素 与 其 自身 的 平方 相等 ， 但 其 中 只 有 一 个 是 码 的 单位 
元 。 由 于 每 个 码 字 v(x) 均 可 写成 vel), Bl eG) 的 倍 式 ,所 
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以 c(x) 生 成 理想 C. 

再 一 次 考虑 分 解 式 x? 一 1 一 jz) f(x)。 RAR q 一 2. 由 
定理 1.1.22 知 , 这 些 因子 对 应 于 {40, 1,.…, 2# 一 1) 的 分 贺 陪 集 分 
WE: {0}，!{1，2。4，…，2 (te 2a, .2'4), 其 中 :是 满足 
a(2’ — 1) = 0 (mods) 的 最 小 指数 .在 例 6.3.2 中 ， 这 个 分 解 是 
{0}, {1, 2, 4, 8, 7, 5} M113, 6}, 这 时 # 一 9。 男 一 方面 ， 如 琳 
一 个 宪 等 元 含有 项 x’', 则 它 显然 也 含有 项 x*. Alt, ERE 
是 形 如 xo 十 x” 十 .… 十 x” HRS eM, Kr te，22，…， 


Ya} 是 某 个 分 圆 陪 集 ， 因 为 恰好 有 2: 个 这 样 的 和 , 所 以 我 们 很 容 


务 找 到 全 部 可 能 的 窜 等 元 ， 从 而 生成 共有 给 定 长 度 的 全 部 一 元 各 
环 码 。 而 根本 就 不 必 分 解 r — 1 

我 们 扩充 一 点 上 述 理论 ,还 是 限定 9 一 2。 首先 ,从 定理 6.4.1 
AUER AY OL, 如果 cE CHRE, gl) 和 h(x) 分 别 是 C 
的 生成 多 项 式 和 校 验 多 项 式 , 则 1 十 c(*) 是 以 h(x) 为 生成 多 项 
ARREST. 因此 ，1 十 x eG) ERN EAE SZ. 
a(x). 

设 OEP, 的 某 个 扩 域 中 的 一 个 4 次 本 原 单 位 根 . 如 果 多 
THAR cio) ERS, WAH 2, clo) 一 0 或 1， 其 逆 显 然 也 
成 立 。 如 果 clo) 是 一 个 本 原 客 等 元 , 则 存在 x” 一 1 的 一 个 不 可 
约 因子 f(x), E cla) 一 1 当 且 仅 当 He) 一 0. BN c(o)=1 
当 且 仅 当 ;属于 某 个 分 圆 陪 集 {4, 2a, e) RARER SI 
觉 记 为 9,, 即 在 {6.4.2) 中 ,指标 i 选 自 不 同 分 圆 陪 集 的 代表 系 . 例 
如 考虑 nx 一 15, 令 a 是 x 十 x 十 1 的 一 个 零点 , 则 属于 以 xt 4 
* 十 工 为 校 验 多 项 式 的 极 小 循环 码 的 本 原 需 等 元 记 为 2。 在 这 种 
情况 下 , 0a 对 应 于 非 零 元 om ae, ao, a 习 ， 即 对 应 于 校 验 多 项 
式 x 十 x 十 1。 在 下 文中 , 如 果 没 有 固定 这 样 的 &， 我 们 号 简单 
地 记 不 可 约 循环 码 为 Mr, M7>-°-> Mi， 
《6.4.3 ) 定 理 . 种 Ci 和 C3 是 分 别 以 ci") 和 a(x) Al F TCHS I 
环 码 ， 则 
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G) ci(Gx)ca(Cx) 是 CiN C RIE FJL; 

(ii) a) + cals) + ekal 是 Cit Ca ( 即 全 部 码 字 
a+b, ac Ci, be Ca) HHS. i nnn 

证 明 。(i) 是 定理 6.4.1 的 平凡 推论 ; 

Ci) 同 理 可 得 . 这 是 因为 aC) + ale) 十 clre) 显然 
在 Ci, + C mh, mh at C: 的 码 字 都 有 形 却 a(x)ci(x) + 
TORON RUB ae) 十 ale) ta@ats) ZAMS 
等 元 . LJ 
(6.4.4) EW. 对 于 本 原 需 等 元 ,我 们 有 

(i) 0:(x)0;(x) = 0, Gis; 


(ii) >, 0: C) = l5 


(iti) 1 +0; (x) 十 0;,(x%) 十 … 十 0 (x*) 是 生成 多 项 式 为 
fi Cx)fi,(%) .. "Ji, C) BEABA FJL. 

wH. 

(i) 由 定理 6.4.3 得 到 ,因为 M7NM7 = {0}; 

Gi) 由 定理 6.4.3 Gi) 和 定理 6.4.4 (i) 得 到 , 因为 Mi + M3 
十 … 十 M7 是 全 部 长 为 2 的 码 字 的 集合 ;最 后 

(ii) 成 立 , 因 为 Mi 十 .… 十 M7 的 校 验 多 项 式 是 (x)… 
fi, C). | 
利用 这 些 定理 ,寻找 本 原 第 等 元 并 不 太 困 难 . 于 是 ,如 果 生 成 
元 是 以 f(x)-…fi,(x) 的 形式 给 出 的 ， 那么 我 们 有 一 个 确定 码 的 
STC HK. 

在 编码 理论 的 几 个 更 深入 的 课题 里 ， 我 们 会 看 到 涉及 第 等 元 
的 证 明 技 巧 ， 本 书 还 达 不 到 这 一 步 。 不过， 我 们 希望 再 给 出 一 后 
关于 者 等 元 的 结果 。 想 研究 文献 的 读者 将 会 发 现下 面 的 注 记 是 有 
用 的 . 

考虑 一 个 长 为 2、 生成 元 为 g(x) 的 循环 码 C， 设 r-l = 
g(x)h(x)， 对 两 端 求 形式 导数 (参见 51.1), RATA 

x = g CAA) + g(x)h C). 
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这 里 g(x)h(x) 的 次 数 为 2-14 ARMY Ac) 的 次 数 为 奇 

数 ， 用 x 乘 上 式 两 端 再 关于 x” 一 1 取 模 ,得 
| 一 xg (æ)h C) + xglx)k (x) + (x” — 1), 

其 中 ， 最 后 一 项 消去 了 另外 两 个 多 项 式 之 一 中 出 现 的 x” 这 一 项 。 
我 们 看 到 C 的 寡 等 元 是 xgCx)h'(x) + 6(x” 一 1), 其中， AG) A. 
奇数 次 时 5 二 1; 否 则 5 一 0， 作 为 一 个 例子 ,考虑 长 为 15, 校 验 
多 项 式 为 t + r 十 1 ARE, RE O E xg(x) = x(x 一 1)/ 
(x 十 x 十 1). 

下 面 讨 论 的 关于 窒 等 元 之 间 的 对 应 是 一 个 有 用 的 练习 ， 我 们 
用 上 面 的 例子 来 加 以 说 明 . 设 f(x) 是 x” 一 1 的 一 个 本 原因 子 ,其 
中 7 一 2* 一 1 再 设 c 是 Ft 的 一 个 本 原 元 ,满足 fa) 一 0. 本 
原 款 等 元 6., 0a 所 对 应 的 分 圆 陪 集 分 别 是 {1, 2, ---, 28} 和 
{一 1, —-2,--+, —24"}. ROA: 

O44) = 5 Tr(a! )x*, 


其 中 Tr 是 迹 函 数 (参见 (1.1.29))。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 必须 计 
0_,(a’), =O, l,e, n — 1, RAT 
如 一 1 k-1 n-i 
6_(o:) = > (a!) >， (af)? 一 > > (atty, 
内 部 和 为 0 ,除非 at” = 1, 因此 ,车 存 在 使 得 /二 一 2:， 则 
0_(a') = 1, F, 6_1(a') = 0。 这 证 明了 结论 ， 

在 许多 地 方 都 要 用 到 寡 等 元 ， 比 如 计算 重量 计数 子 ， 我们 不 
打算 涉足 于 这 个 课题 ,而 是 建议 读者 参看 [42] 和 [46]. ADH 
的 内 容 ， 特 别 是 定理 6.4.4， FEE RRR FH 一 般 理论 的 一 个 
特殊 情形 。 读者 可 参阅 [16]. 


$ 6.5 ”循环 码 的 其 它 表示 


除 $ 6.1 介绍 的 标准 方法 外 ， 还 有 几 种 其 它 表 示 循 环 码 的 方 
法 .使 用 这 些 表 示 法 ， 有 时 能 使 证 明 更 简洁 . 我们 要 讨论 的 第 一 
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种 表示 法 利用 了 迹 函 数 (参见 (1.1.297)). | 

(6.5.1) EJE. i RIL p modw 的 羔 法 阶 ，9 一 2*。 又 设 8 是 Fa 
的 一 个 "次 本 原单 位 根 ， 则 集合 

V:—={e(E):=(Tr(E), Tr(88),. +, Tr(E8"-!)) | € Fa} 
是 Fo 上 的 一 个 Ca, RI RATER. 

证 明 。 由 定理 1.1.30, V 是 一 个 线性 码 , LERF ce) 是 
eli) 的 一 个 循环 移 位 。 因 此 ，7 RRB. AX PAF, 的 任 
何 真 子 域 中 ,所 以 8 是 某 个 次 不 可 约 多 项 式 h(x) = 加 十 hx 十 


… 十 hirt WER. MB el) 一 (co cists Coa) ‘Sil 
k 


S} cih; = Tr(Eh(B)) = Tr(0) = 0, 


i=0 


即 , 我 们 得 到 码 了 的 一 个 奇偶 校 验方 程 . 

因为 4(x) 不 可 约 , 所 以 tA FEV 的 校 验 多 项 式 , 故 了 是 
一 个 不 可 约 的 Ln, 41 循环 码 . -0 

现在 我 们 介绍 Fourier 变换 在 离散 情形 的 一 个 模拟 . 在 编码 
理论 中 ， 这 总 是 称 为 Mattson-Solomon 多 项 式 ， PEEP 
RF hA n KARMA. OTE AF 上 次 数 不 超 过 >” 一: 
的 多 项 式 的 集合 .定义 @:T 一 了 如 下 : it a@eT, MAX) 
= (Ga)(X) 定义 为 | 


(6.5.2) A(X): = 5 alpi) K, 


若 a= (aos fis" "5 Ant) WW ay +t ayx + +e 十 at ie 得 
到 的 多 项 式 A(X) 称 为 向 量 a 的 Mattson-Solomon 多 项 式 ， 
Ge a Daya") (mod x” — 1). 
证 明 ， 
A(gt) = >> > 0i206 ki 一 Da Dee Vi m nap O 


于 二 i=0 


用 。 表 示 多 项 式 mod(x* — 1) IER, 定义 为 
(Dax!) x (Pbi) = Babis, 
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rs 0 ara e a aeaa e E Poe 
ean aad ~ 


则 易 见 @ BIR (T, 十 , 。) 到 (了, +, x) 上 的 一 个 同 构 。， 
现在 ,我 们 利用 这 些 多 项 式 研究 循环 码 . 
(6.5.4) 引 理 。 设 也 是 由 
ete) = TT Ge — 8) 
生成 的 F。 PIED. GOR (1, 2 4 NCR, aey, 则 


+ ses es 8 9% @ 


证明 因为 pees Stem, 所 以 对 于 a <j<a 一 1 
a(P') 一 0。 结论 由 (6.5.2) 推 出 . 1 
(6. 5.5) IE. FF a 的 Mattson-Solomon 多 项 式 4 的 零点 中 有 7 

个 次 单位 根 ， 划 va) =e 

和 证明. 这 是 引 理 6.5.3 的 直接 推论 . | O 

我 们 也 可 以 建立 循环 码 与 线性 递 推 序列 之 间 的 联系 ， 关 于 线 
人 性 递 推 序列 有 大 量 的 文献 (例如 见 [61]). 一 个 元 素 在 Fe 中 的 线 
性 递 推 序列 是 由 初始 序列 dos astet, ara KEERA 


k 
(6.5.6) ai 十 之 ， pc 一 0( ÈR) 


定义 的 . | 
求解 (6.5.6) 的 标准 方法 是 试验 a = 8. BE (6.5.6) 的 一 个 
解 , 如 果 8 是 AC) 的 零点 ,其 中 o 


， | 
A(x) :=x*4 + > bix, 
我 们 假定 方程 4(x) 一 0 在 Fe 的 某 个 扩 域 中 有 天 个 互 异 零点 bo 
Bases Be. 于 是 ,对 任意 的 Cis C23°""s Cks 序列 
R 


a= >) cpi 


都 是 (6.5.6) 的 解 . 我 们 必须 选择 c: 以 使 ar, aas， “0K 取 预 先 给 
定 的 值 . 这 相当 于 解 和 个 联 立 线性 方程 ， 其 系数 行列 式 是 一 个 
Vandermonde 行列 式 
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i os : - 


1 1 «++ 1 a 

bi b eee Br : 

Pt 2 ee |= [TG ~ 8;)z 0. 
i>i 


CE @eP E EE SE EE SE SE S] 


(6.5.7) 


| Bi By +++ BE 

因此 ,我 们 的 确 可 以 找到 所 求 序列 。 

| 假设 As) 是 xz? 一 1 的 一 个 因 式 ( 仍 设 (mn, 9) = 1), WR 
递 推 序列 是 周期 的 ,周期 是 ”的 一 个 因子 .现在 考虑 所 有 的 部 分 序 

列 (dos Q15°**5 an-1), 其 中 (aos di1s,***, agı) pai Fi, 则 我 们 

有 一 个 [ns k] PUB, GUY mie) 为 校 验 多 项 式 ， 因 此 ， 


C= { (aos + Gna) [a = > cib! (0 <1 <n), 
X (cs cats aer} 
是 循环 码 的 另 一 种 表示 . 
E 56.6 BCH B 


在 实际 中 还 在 大 量 使 用 的 一 一 类 重要 的 循环 码 ， 是 由 R,C. Bose 
和 D. K. Ray-Chaudhuri 以 及 A. Hocquenghem (独立 地 ) 发 现 
的 ,这 类 码 就 是 BCH 码 . .. 
(6.6.1) 定 义 .Fs LKA n K RELA IA 008 BOH 
码 , 如 果 它 的 生成 元 g(x) 是 BB ”的 极 小 多 项 式 的 
最 小 公 倍 . GK, | 是 某 个 整数 , 8 是 一 个 4 次 本 原单 位 根 .通常 ， 
RIRI 一 1 (有 了 时 称 之 为 狭义 BCH 码 ). 着 n 一 4" 一 1, 即 6 
是 Fer 的 一 个 本 原 元 , 则 称 这 个 BCH 码 是 本 原 的 . 

下 述 定 理解 释 了 “设计 距离 ”这 一 术语 。 
GORJE. RHEI P i BOH BOKER Bo. 
证 明 一 。 朋 与 $ 6.3 相同 的 方法 , 我 们 作 一 个 m(d 一 1) Xn 
BE H; o 
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1 多 p” wee p” -i)i 


1 git gad+y wae gouty 

1 pita-a peti, 。 gaouan 

其 中 每 个 元 素 都 看 作 Fe LN KA HB. AF eE BCH 码 
中 当 且 仅 当 ch? =0. HAY md 一 1) 个 行 不 一 定 线性 独立 5 
RRA FER 2 一 1 列 , 令 B+ +, Bia 是 这 些 列 顶端 的 元 素 .这 
岩 得 到 的 百 的 子 矩阵 的 行列 起 是 一 个 Vandermonde 行列 式 ( 参 
看 (6.5.7))。 因为 8 是 一 个 = 次 本 原单 位 根 , 所 以 这 个 行列 式 的 值 


为 BGA Il (gir — Bs)40, 因此， HAE Ba 一 1 列 都 是 
r>s 


线性 独立 的 . FG ¢4#0 HERS", 
证 明 二 .不 失 一 般 竹 , 取 /一 1、 由 引 理 6.5.4, 码 字 c 的 Ma- 
ttson-Solomon 多 项 式 的 次 数 至 多 是 ”一 4， 因 此 在 定理 6.5.5 中 
有 < 委 2 一 g4,， 即 w(e) Sd, C] 
注 。 定理 6.6.2 通常 称 为 BCH 界 。 从 现在 起 我 们 一 般 只 元 
meee. BCH 码 。 如 果 我 们 从 J = 0 ARE MA / = 1 出 发 , 则 得 
到 狭义 码 的 偶 重 量子 码 . 
MoE 5 一 31,，m 一 5，9 一 2;d 一 8。 令 6 是 的 一 个 
本 原 元 ,其 极 小 多 项 式 为 o 
(一 at 一 oz 一 az 一 oz 一 oa 
用 简 样 的 方法 可 得 ms《x). 但 | = 
msl) = (x — a) (x 一 ar 一 oa) 一 oz 一) 
= m(x). oS | 
这 表明 gCx) 是 mGa), ma), mŒ), mC), mC) 的 最 小 公 
È. Ait, RPT ERATE 8 (显然 至 少 是 9) 的 本 原 BCH 码 的 极 小 
距离 实际 上 至 少 是 11. 
下 面 的 定理 属于 C. R.P. Hartmann 和 K.K. Tzeng > (1972; 
见 [331)， 它 是 BCH 界 的 一 个 推广 . 这 里 的 证 明 是 C. Roos 新 近 
给 出 的 (未 发 表 )。 


> YG + 


(6.6.3) 定 理 . 设 C 是 Fs 上 以 g(x) 为 生成 元 的 一 个 长 为 的 循环 


者 e @® ù è ọọ a @ © 


码 , 8 是 Foe" 的 一 个 BAREDE 着 (a, a) =l, (m 4) < 
dos 且 “gl Bitte) = 0 (4 = 0,1, ,do 一 2 和 5 一 0 1 5)，。 
则 C 的 极 小 距离 d 满足 dzd ts, 
G) 设 A = [m, 8 an] 是 域 K 上 的 矩阵 , 使 得 任意 k 
— 1 列 都 线性 无 关 . 又 设 Vig X20°"% 5 Un K 中 的 一 列 元 素 ， H 
KK 中 任 一 元 索 在 其 中 至 多 出 现 《 一 Lk. PEER 
ya [= Bi, + a | 
Lili, %2H25°°°X,Aa, 
中 任意 不 列 都 线性 无 关 . 为 了 证 明 这 一 点 ,假设 4' 含有 《个 线性 
无 关 的 列 ,不 失 一 般 性 ,就 设 为 前 《 列 ， 因 而 存在 不 全 为 0 的 元 过 
Ais >4,€K, 使 得 
S a, -= yuram, 


i=l 
于 是 
k-1 


之 Cs — r)a; =f), 


AF AGERE R IJIBRENT, RERE v(a — n) <0, 
1<i<k—1, 但 40, 1 <i < k, 这 亦 由 4 的 任意 《一 1 列 
都 线性 无 关 这 一 事实 得 到， 因此， 一 x; 一 onamo. F 
Ñ. Ho E ， 

a e N= fam a) EEH» 次 单位 根 的 一 个 非 
red Hy 是 以 (1, ae oF CL Si <8) 为 行 的 一 个 :x 
矩阵 。Bw 是 Fo 上 一 个 循环 码 Cw 的 奇偶 校 验 矩阵 ，Cw 的 极 小 距 
离 为 4。 我 们 也 可 把 BB 着 成 For 上 一 个 码 CHS ARE. 
如 果 C* 的 极 小 上 距离 为 iz， 则 显然 有 d 之 4*. WE, a T 
BH e> n/d” 的 # 次 单位 根 , 则 在 序列 1, a, a, a 中 每 
个 元 素 出 现 n/c < ie 次 . 因此 ,作为 (D 的 直接 推论 ,以 Huu 
为 奇偶 校 验 甜 阵 的 码 的 极 小 距离 >d* 十 1。 
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Gti) 设 C* 是 Fo” LWA OOA ERTO, Bh 
距离 为 4*. 我 们 证 明 d* >d +s, AH 4 之 da*, 这 就 推出 了 定 
FR, 对 于 “一 0， 结 论 由 定理 6.6.2 推出 (定理 6.6.2 hal Gi) a 
对 6 作 归 纳 法 得 到 ). 

设 :之 0， 并 假定 定理 成 立 , 即 

N 一 {Bitia | 0 <i<d,—2, OX QASsh 
定义 了 一 个 满足 d* > dts 的 码 . 令 a [= 62, WW eRe e =n 
[(2, c1) > n/a 之 n/d*。 如 果 我 们 应 用 (i), 则 定理 结论 对 * 十 1 
也 为 真 . CJ 

fl. n= 51, g(x) = m(«)m(~). g(x) 的 零点 是 名 ,其 
th i == 1,2, 4, 8, 16, 32, 13, 26 和 9, 18, 36, 21, 42, 33, 15, 
30. F342 35 维 的 . 由 BCH AA dS 3, 但 考虑 到 I ela 
l, o=7 对 应 于 i 一 1, 2, 8,9, 15, 16, 由 定理 6.6.3 推 得 d 之 5. 

一 般 地 , 找 出 BCH 码 确切 的 极 小 距离 是 个 难题 。 然而 ,这 里 
也 有 可 谈 的 工作 .为 了 阐明 这 一 点 ,我 们 限定 讨论 二 元 本 原 BCH 
码 ， 首 先 ,必须 证 明 一 个 引 理 。 视 Fx 为 空间 FY WU EA LE 


子 空间 ,定义 Sw) = E. 


e è a o o o @ >ù s où % @ ® 


证 明 。 我 们 用 归纳 法 。! 一 1 的 情形 是 平凡 的 ， 假 设 结论 对 
BH 1 HR, 令 V 是 [十 :1 维 的 且 VV 一 UU(U +4), Hhouy 
维 数 是 1, 则 


VOH-VO)+ Ver by + > ore Sw). 
如 果 ; 的 二 元 展开 式 中 至 多 有 1 个 1， 则 由 定理 45.1 二 次 系数 
(i) = 。 ，< ?除非 ， 的 二 元 展开 式 中 的 个 数 小 于 /。 而 这 
时 由 归纳 法 假设 亦 得 


Co 一 0 = 


(6.5.5) 定 理 ， 字 长 为 2-2" 一 1， 设计 虑 离 为 8 一 21 一 1 的 本 
原 的 三 元 BOH BAAR INHER 0 
EN. AUE Ee 的 一 个 广 维 子 空间 考虑 向 量 e, 它 枪 在 相 
应 于 忌 的 非 零 元 素 的 位 置 上 为 1, 即 
cx) 一 >, xi, 


j:af EUU} 
令 l<i<2—1, Wt 的 二 元 展开 云 中 1 的 个 数 小 于 1. 进 
一 步 ，c(o) = >) (VU)， 因 此 ,由 引 理 6.6.4 我们 有 c(a) < 0， 


1<i<2'—1, BP C(x) 是 C 的 一 个 码 字 . na 
(6.6.6) 推 论 。 一 个 设计 距离 为 6 的 本 原 BCH 码 的 极 小 距离 d< 
26 — 1, 

”， 证明。 在 定理 6.6.5 中 取 1 使 得 2 全 委 5 委 2 一 1， 则 定理 
6.6.5 中 的 码 是 这 个 设计 距离 为 5 的 码 的 子 码 . 

对 于 BCH 码 的 确切 维 数 给 出 一 个 适当 的 估计 虽然 并 不 极端 
AE HS EAA. 在 二 元 情形 ， 如 果 ”= 2: 十 1， 我 们 
有 估计 2” 一 1 一 mt 对 于 大 的 1, 显然 这 是 很 差 的 ,尽管 对 于 (与 
m 比 较 ) 小 的 : 它 是 精确 的 。 建议 有 兴趣 的 读者 参阅 [161。 结 合 
这 些 估计 ,我 们 容易 证 明 , 长 的 本 原 BCH 码 在 第 五 章 的 意义 是 坏 
的 , 即 如 果 C, 是 一 个 本 原 lns kss dy] BCH 码 , 其 中 v= t, 2， 

se R n, —> ©, M] k/n, 一 0 或 d,/n, 一 0. 

E $ 6.1 中 我 们 已 经 指出 , F 上 长 为 4 的 循环 码 的 自 rane 
不 仅 包含 循环 置换 ,也 包含 xx。 对 于 BCH 码 ,我 们 能 证 明 更 多 的 
东西 . SRF. 上 一 个 本 原 BCH 码 C, 其 长 为 4 一 9" 一 1, 设计 
距离 为 4( 即 ao, o@,---, 0 是 码 字 的 预先 给 定 的 零点 ， 其 中 
是 Fon 的 一 个 本 原 元 ). | | 1 

我 们 用 X =a G=0,1,---, 7 一 1) 记 码 字 中 符号 的 位 
置 ， 加 上 奇偶 校 验 位 ,我 们 把 码 扩充 为 C。 附 加 的 位 置 用 co 记 之 ， 
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关于 oo 的 运算 我 们 作 显 然 的 约定 。 码 字 (c。, c, Co) 表示 为 
co 十 cx 十 一 十 cor”! 十 cox”， 进 一 步 约 定 : 12: 一 1，(ci)” 
= 0, X ; Æ 0 (moda), 

现在 我 们 证 明 5 在 仿 射 置换 群 AGL (1, 9”) 对 位 置 的 作用 
下 保持 不 变 ( 参 而 S11). 这 个 群 由 下 列 置换 组 成 

Ps, A(X):=uX +4- v, (u € Fyn, vE F, us0). 

这 是 一 个 2- 传 递 群 。 首先 注意 到 Pao EE CHAAREL A 
循环 移 位 , 且 保 持 co 不 动 . 设 (coyc is ts Caas Co) E€ C, Z Py,, 
BRBBINFICN (cociss++s Caas Co), WHF OSA Sd — 

1 ,我 们 有 | 


J) ciat = J) ilua + oy = Sa D) ($) vore 
i , i imo 
= > 人 ( aloe! >> cla = 0. 


l=0 
这 是 因为 由 ee C 推 知 对 于 0 万 1 万 4 一 1， 内 和 为 0。 故 有 下 
述 定 理 . | 
(68-7) EE. ES rtir 的 每 个 扩充 本 原 BCH 码 都 以 


(6.6.8) 扒 论 ，> AIR BCH BRUNER DEM. 

EA. 设 C 是 一 个 这 样 的 码 , 我 们 已 经 证 明了 Aut (C) 关于 
位 置 是 传递 的 。 如 果 我 们 只 考虑 C 中 重量 最 小 的 码 字 , 那么 这 也 
HE. 于 是 5 中 存在 一 个 在 最 后 那个 校 验 位 为 1 的 最 小 重量 码 


字 。 (J 
56.7 BCH 码 的 译 码 


我 们 继续 考虑 F 上 的 长 为 mw， 设计 距离 为 8 一 2 十 1 的 BCH 

码 ,并 设 8 是 Fon 的 一 个 = 次 本 项 单位 根 。 考虑 一 个 码 字 CO), 
其 接收 字 设 为 

R(x) = Ryo + Rir tees t Rpa" 
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令 E): =R) 一 C(x) = Eg + Er +--+ t E, RE 
错 向 量 。 定 义 | 

M :一 {21E; 关 0}， 出 现 差错 的 位 置 ; 

c; 一 |M ||， 差错 个 数 ; 


eM 


wks): = SE pic [|] O — 682). 


i€M Ed 


显然 ， 如 果 我 们 能 求 出 多 项 式 ek) 和 of), 那么 即 能 纠正 

差错 ,事实 上 ， 一 个 差错 发 生 在 位 置 ， MHARA oO) 一 0. 此 

时 ,差错 就 是 E 一 olp 8)。 从 现在 起 我 们 假定 “于 ! 
(车 。 > 1, 是 不 能 指望 纠正 这 些 差错 的 )。 注 意 到 
olz) >> ns 2 -一 > E; > (giz)? 


o(a) jem l — imi 


-5 >) Ep" -> 2'E(g'), 


imi ¿EM 


其 中 所 有 的 运算 都 是 利用 Fy 上 的 形式 震级 数 进行 的 对 于 < 
1 < 2, 我 们 有 E(B') = REO’), 即 接 收 者 知道 等 式 右边 的 前 2t 
个 系数 。 因 此 ，w(z)/o(z)mods*”+! REGAIN. RS. Buk 
者 必须 决定 多 项 式 o(z) 和 ole), E degol) < dego(z)， 并 
在 下 述 条 件 

w(x) _ < l l at+t 

olay 2 RO (mod s2+1) 


之 下 使 degola) 尽 可 能 地 小 ， 令 Si=R(6'), I= 1, +, 24; 又 
& ole) 一 六 or， iil 
#=Q l 
w = Ss Siz! ad 
四 = (F se (Z a) 
= 之 A( > so (mod 2*+!), 


itjek 
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因为 oks) 的 次 数 Se, 所以- 
>) 50, = 0, 4 et Ska, 


itik 


这 是 一 个 以 oiis 0 为 未 定 元 的 线性 方程 组 ,含有 24 一 “个 线 
性 方程 (已 知 m = 1). 设 ae) 一 ae! (其 中 乓 一 4) 是 方程 


组 的 解 中 次 数 最 低 的 多 项 式 (已 知 至 少 存在 一 个 解 oC(x))。 对 于 
< 十 1 和 4 和 和 22， 我 们 有 


0 一 $ Ski = >) Dd) Bie MG, 
i 


= >, Ep a(8 '). 

可 以 视 右边 为 一 个 以 El) 为 未 定 元 、8"* 为 系数 的 线性 方程 
组 ,因此 它 的 系数 行列 式 也 是 一 个 Vandermonde 行列 式 ,所 以 去 0. 
于 是 ,对 于 i€M, E8) 一 0。 因为 E:#0, i€ M ,我 们 看 到 
olz) 整除 8(z), 即 5(z) = 6(z). 因此 ,次 数 最 低 的 解 5(z) 的 确 
解决 了 我 们 的 问题 。 而 且 我 们 已 经 看 到 求 se) 相当 于 解 二 个 线 
性 方程 组 。 这 个 方法 的 优点 是 译 码 者 有 一 个 不 依赖 于 e 的 算法 . 
当然 ,在 实际 应 用 中 , 找 一 个 快速 算法 来 实现 我 们 仅 从 理论 上 考虑 
的 这 个 问题 更 为 重要 。 这 样 的 算法 (及 其 实现 ) 已 由 Berlekamp( 参 
见 [21,[24]) 设 计 出 来 ,通常 称 之 为 Berlekamp 译 码 器 。 


| § 6.8 Reed-Solomon 码 


BCH 码 的 一 个 最 简单 的 实例 ， 即 ”一 4 一 1 的 情形 有 许多 . 
重要 的 应 用 。 
(6.8.1) 定 义 。 一 个 Reed-Solomon 码 (RS 码 ) 是 Fe LRA n= 
4 一 1 的 本 原 BCH 码 。 这 种 码 的 生成 元 具有 形式 g(x) 一 


I (x — a), 其 中 是 Fy 的 一 个 本 原 元 ， 


+ 4nZ¢ 


由 BCH 界 (6.6.2), 以 上 述 g(x) 为 生成 元 的 RS MeN 
离 至 少 是 4。 由 $ 6.2， 这 个 码 是 一 ”一 4 十 1 工 维 的 。 因此 , 推 
论 5.2.2 列 含 其 极 小 距离 是 4， 故 , RS 码 是 极 大 距离 可 分 码 。 

假设 我 们 需要 一 个 码 用 于 这 样 一 个 信道 ， 它 的 错误 并 不 是 随 
机 产生 的 (如 B.S.C)， 而 是 突 发 的 ( 即 几 个 错误 靠 在 一 起 )。 在 实 
际 应 用 中 这 是 经 常 遇 到 的 (如 电信 、 磁 带 )。 对 于 这 样 的 信道 ,常常 
是 使 用 RS 码 。 我 们 对 它 作 一 简要 说 明 。 假 设 二 元 信 息 取 成 一 列 
m 个 符号 ， 视 之 为 Fm 的 元 素 。 如 果 以 RS 码 来 编 这 些 信息 ， 则 
含 几 个 差错 的 一 个 突出 错误 只 影响 RS 码 中 一 个 码 字 的 几 个 相继 
符号 ， 自 然 ， 这 个 想法 可 用 于 任何 码 。 但 由 于 RS 码 是 极 大 距离 
可 分 码 ,因而 它 就 显得 特别 有 用 。 一 个 更 重要 的 应 用 将 在 $ 9.2 中 
讨论 。 与 此 应 用 相 联 系 ,我 们 提 一 下 Reed 和 Solomon 的 原始 方 
法 。 设 ”一 4 一 1，c 是 ks 的 一 个 本 原 元 。 象 通常 一 样 ,把 a= 
(ao a apa) EES 和 ao 十 dr 十.… 十 axt 等 间 起 来 ， 
ae a 

C = { (co, co ets Candle: = ala’), O<Si<cn,ac Fh} 

是 一 个 RS 码 , 且 d 一 n 一 十 1。 要 和 弄 清 这 点 , 首先 注意 C EE 
环 的 。 C 的 定义 和 引 理 6.5.3 蕴含 码 字 ee 的 Mattson-Solomon 多 
MRA nala). AH ae < k — 1, Rj cla) 一 0 一世 
2,"… n — k. 因此 ,C 是 RS W. 这 个 表示 虽然 不 是 系 绕 的 但 
SGT RS ER AOR, 


563 =A 


在 这 一 节 中 ， 我 们 要 考虑 字 长 为 奇 素 数 的 码 , 字母 表 Fr 必 
须 满足 条 件 : 4 是 一 个 模 ” 的 二 次 剩余 , 即 9%? = 1 (moda), 
象 通常 一 样 ,c 表示 Fs 的 某 个 扩 域 中 的 一 个 = 次 本 原单 位 根 。 以 
后 会 发 现 我 们 还 要 求 w 满足 另 一 个 条 件 。 我 们 定义 ， | 

R,:={#(mod n)\1€ F,, #0}, F, 中 的 二 次 剩余 ， 

O Re =FR, F, 中 的 非 二 次 剩余 ， 
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gl: = |] (x—o'), go):= TE ea). 


rERo r€Ry 
因为 我 们 已 经 要 求 9(modz) Æ Ro 中 ,所 以 多 项 式 go(x) 和 g C) 
的 系数 都 在 Fe 中 (参见 定理 1.1.22)。 更 进一步 ， 

x” —1=(x—1)g(x)g(x). 
(IDEL. Fa 上 长 为 ,生成 元 为 La) 或 (x 一 1). go(x) 的 
循环 码 叫做 二 次 剩余 码 (QR W). 

我 们 只 考虑 二 元 情形 的 扩充 OR 码 ,定义 同 (3.2.7)。 这 个 码 
可 由 go(x) 生成 的 码 加 上 奇偶 校 验 位 得 到 。 

对 于 其 它 的 域 ， 我 们 通常 修改 扩 充 码 的 定义 , 使 得 2 = 
—1(mod 4) 时 扩充 码 是 自 对 偶 的 ,+ 三 1 (mod4) 时 ,对 ATA 
_ g(x) 为 生成 元 的 码 的 扩充 码 ( 参 见 [146])。 在 二 元 情形 ,生成 元 为 
(x 一 1)golx) 的 码 是 另 一 个 QR 码 的 偶 重量 子 码 .如 果 G 是 前 
者 的 生成 矩阵 ， 则 在 G 上 加 一 全 1 行 即 得 后 者 的 生成 矩阵 。 如 宋 
先 在 G 上 加 一 全 0 列 ,然后 再 加 一 全 1 行 ,那么 得 到 的 是 扩充 码 的 
EREE, 

在 二 元 情形 , 4 是 模 ” 二 次 剩余 意味 着 n= +1(mod 8) ( 参 
见 $ 1.1)。 作 用 于 码 字 位 置 上 的 置换 n,:it-> ij (modna), HA 
gos) 为 生成 元 的 码 映 到 自身 ( 若 ER) 或 映 到 以 glx) 为 生成 
元 的 码 ( 若 je RD)。 因此 ,以 ale) 为 生成 元 的 码 等 价 于 以 a) 
为 生成 元 的 码 。 若 n= —l(mod4), W 一 1 € R, 在 这 种 情形 ， 
变换 x 一 x 把 以 go) 为 生成 元 的 码 的 码 字 映 为 ne) AE 
成 元 的 码 的 码 字 。 | 
(6.9.2) 32. MR c= ce) 是 生成 元 为 aC) 的 QR 码 的 码 
F, H ec(D 关 0，w(e) = d, BA 

GG) Pn, | 

(ii) E „n = —l1 (mod 4), Nj d—d+l >n, 

(iti) 4 n = 三 :一 1(mod 8)，9 一 2， 则 d = 3(mod 4). 

证 明 | | 
Gi) AA e(1)#0, 所 以 多 项 式 cl(x) 不 能 被 (x 一 1) 整除 ， 
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通过 适当 的 置换 六 ,我 们 可 以 将 c(x) 变 成 能 被 2. tx) 整除 的 多 项 
TA E(x)， 当 然 ，E(x) 也 不 被 (x 一 1) 整除 。 这 意味 着 cle) ee) 
E ltxetet--- 十 x”! 的 倍 式 ， 因 为 多 项 式 cle) 至 
多 有 4 个 非 零 系 数 , 所 以 我 们 证 明了 第 一 个 结论 . 

Gi) 在 上 面 的 证 明 中 , 取 7 = 一 1， 这 时 显然 Ce) 至 多 
有 一 4d 十 1 个 非 0 系数 ， | . 


(iti) 设 c(x) = S x, @(x) 一 > xh, qi l = l, 


=h, W GeL ehl Ab. BR c(x)E(x) 中 的 某 项 消去 ， 
一 次 就 消去 了 4 项 ,所 以 对 于 基 个 «> 0,n = —d+1 —4a, 

$ 6.4 中 介绍 了 循环 码 的 知 等 元 , 它 对 于 QR 码 的 分 析 是 一 个 
强 有 力 的 工具 . | 
(6.9. 3) 定 理 。 对 于 F 的 一 个 适当 选择 的 本 原 元 æ, 多 项 式 


t èe è > o ò è o O 9 * 


是 一 个 QR FSA AE 70. 当 n= 1(mod 8) 时 ， 这 个 OR 码 的 生 
成 元 为 (x 一 1 ) go (Cx), 当 n= —1(mod 8) 时 ， 生成 元 为 g(x). 

征明。 O(x) 显然 是 一 个 赛 等 多 项 式 ，B 因此 {e(a)P 一 6(o)， 
即 O(a) 一 0 或 1。 同 理 , 若 ie Ro, 则 OC) = O(a); HIER, 
WW Olai) + Ola) 一 1。o 的 “适当 选择 ”在 于 使 0(x) —0 GRA 
可 以 自己 证 明 Fs .上 的 全 部 本 原 元 都 满足 O(a) 一 1 是 不 可 能 的 ). 
我 们 的 选择 使 得 : Bie Ro, M (eo) 一 0, 若 ic Ri, 则 9(0)== 
1。 最 后 ,我 们 有 O) 一 (n 一 1)/2， 这 就 证 明了 定理 。 

现在 ， 我 们 借助 于 6 构造 一 个 (0，1)- 和 矩阵 C( 称 为 循环 短 
阵 )， 它 的 第 一 行为 6, 其 余 的 行 由 9 的 全 部 循环 移 位 充当 . Bn 
= 1(mod 8), WS e:= (00.…0)， 若 2 = —1 (mod8)， 则 令 
ec: 一 (11...1)， 定 义 
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由 定理 6.9.3，C 的 行 (显然 并 不 独立 ) 生 成 一 个 长 为 十 工 的 二 元 
QR 码 。 RMA n 阶 射影 直线 中 的 点 ©, 0, 1…, n 一 1 来 表示 码 
字 的 坐标 位 置 。 奇 侦 校 验 位 放 在 最 前 面 ， 记 号 为 c。 涉及 co 的 算 
术 运 算 ， 我 们 采用 通常 的 约定 。 群 PSL, n) 由 全 体 变换 + 一 
(ax + b)/C(ex 十 4) 组 成 ,其 中 a,b,c, decF, H ad—be = 1, 
不 难 验证 这 个 群 的 生成 元 为 5:x 一 + 十 1 和 7T:x 一 一 + ，。 显 
然 , S 是 对 ce 以 外 的 位 置 的 一 个 循环 移 位 , 且 保 持 co 不 动 。 由 QR 
码 的 定义 ,5 保持 扩充 码 不 变 ， 为 了 检验 了 工 对 扩充 QR 码 的 影响 ， 
我 们 只 和 需 分 析 工 如 何 改变 G 的 行 。 证 明了 T 把 G 的 一 行 映 为 G 中 至 
多 三 行 的 线性 组 合 是 一 个 简单 (但 可 能 有 点 繁琐 ) 的 练习 (做 不 出 
的 读者 可 参见 [42])。 因 此 ,S MT BRET HOR BE. RH 
证 明了 下 面 的 定理 ， 
PSL(2, Ha A AD TR TO TR TR 

我 们 前 面 提 到 过 的 扩充 码 的 修正 定义 ， 保证 定理 6.9.4 对 非 二 
元 情形 也 正确 (参见 [46])， 
(6.9.5) 扒 论 ， 二 元 OR GPO NRG TMEEM 6.9.2 的 条 
EE a 
和 证明。 证 明 与 推论 6.6.8 相同 。 在 此 我 们 利用 PSL(2, n) 传 
递 这 一 事实 ,因而 极 小 重量 是 奇数 。 口 

例 ，(a) 设 4 一 2，x 一 7， 我 们 有 

一 1 一 (一 1 二 十 1)(x +- x7 + 1), 

取 go(%) 为 生成 元 。 定 理 6.9.3 MUR MERE AY e (BE a + a7 + 也 
是 一 个 生成 元 ;因此 g(x) =l trt, 当然 ,这 个 码 是 Gee 
的 )[7, 4] Hamming 码 ( 见 $ 3.3 和 定理 6.3.1). 

(b) 设 4 一 2, 2 一 23， 我 们 有 
Ee Oe nD) Cals ot ie oi ae oir ta a dae l) > 

(et ex xh pe tt Hae? + 1), 
仍 取 gl) 为 6(x) 的 倍 式 , 即 
et bt VP tat te terete til. 
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和 . ee 


由 推论 6.9.5, 相应 的 QR 码 C 的 极 小 距离 宕 7. 


3 /23 | 
因为 Dà, )= 7R IC] = 2", 所 以 4 一 7, 且 由 (3.1.6) 


C 是 完全 码 。 由 于 $4.2 中 的 二 元 Golay 码 是 唯一 的 ， 所 以 我 们 
证 明了 它 实 际 上 是 一 个 QR 码 . | 
我 们 将 另外 几 个 例子 留 作 练习 《$ 6.11), 


$6.10 评 vf 


有 兴趣 了 解 迹 函数 和 涌 等 元 (在 证 明 中 它们 起 到 了 重要 作用 ) 
的 读者 可 阅读 [46, 第 15 Fe], 

BCH 码 的 推广 将 在 第 8 章 中 讨论 。 关 于 .BCH 码 的 重量 、 维 
数 、 覆 盖 半 径 等 均 有 大 量 文献 。 我 们 提 一 下 Carlitz-Uchiyam 分 ， 
它 依赖 于 A. Weil 证 明 的 一 个 深刻 的 数论 定理 。 关 于 这 个 春 , 请 
读者 参考 142]。 对 于 QR 码 到 字 长 # 为 素数 罕 的 推广 ， 其 理论 与 
$ 6.9 相似 。 我 们 建议 参考 J. H. van Lint 和 F., J. MacWilliams 
的 论文 (1978, [451). 


$6.11 {Al 题 


6.11.1， 证明 三 元 [4, 2] Hamming 码 是 负 循 环 码 。 

6.11.2， 决 定 二 元 [15，11] Hamming BN BST. 

6.11.3， 证 明定 义 4.5.6 中 的 > 阶 二 元 Reed-Muller BS 价 于 一 个 
扩充 循环 码 | 

6.11.4. pata 26, 设计 距离 为 5 的 三 元 BCH 码 。 

6.11.5， 设 “是 Fr 的 一 个 本 原 元 ,满足 o 一 ww 十 1。 利 用 一 个 长 
Mol, 设计 距离 为 5 的 狭义 BCH 码 进行 编码 。 我 们 收 
到 字 
(1001 0110 111 0000 1101 0101 0111 111), 
试用 $ 6.7 的 方法 译 该 消息 ， 
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6.11.6. 设 8 是 Fr 的 一 个 本 原 元 。 洲 虑 一 个 长 为 上 一 2 一 1 的 
二 元 BCH 码 C, 其 生成 元 g(x) 满 足 g(6) = gT = 0 
证 明 c 的 极 小 距离 至 少 是 5. 

6.11.7， 设 C 是 Fe (4 是 奇数 ) 上 的 一 个 [9 十 1, 2, dj] 码 ， 证 明 
d<q ( 即 C 不 是 MDS 码 , 参 见 (5.2.2))。 

6.11.8， 证 明 三 元 [11, 6] QR BEZH ( 它 等 价 于 $4.3 中 的 
码 ). 

6.11.9， 决 定 长 为 47 的 二 元 OR 码 的 极 小 距离 。 


6.11.10. 
6.11.11. 


6.11.12. 


6.11.13. 
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决定 所 有 单一 纠 错 的 完全 QR H. 

在 下 述 意义 下 推广 86.9 的 思想 。 设 。 > 2,08 是 一 个 使 

e|(n 一 1) 的 素数 , 9 是 一 个 素数 的 容 , 满足 g = 

1(mod n)。 用。 KARE F, 中 的 平方 元 ,证 明定 理 6.9.2 

G) 可 推广 到 dr > xn。 决定 长 为 31 WITTER HRE 

的 极 小 距离 , 

设 m 是 一 个 在 数 ，n 一 2” 一 1, a 是 Fm 的 一 个 本 原 元 . 

Mik g(x) 是 r 一 1 的 一 个 因子 ,满足 ele) = gla) 一 

0。 用 两 种 方法 证 明 ,生成 元 为 g(x) 的 二 元 循环 码 的 极 

小 距离 之 4: 

(a) 应 用 本 章 的 一 个 定理 ; 

(b) 通过 证 明 1 十 8 十 mn 一 0 和 1 十 十 ww 一 0, 其 中 
È nE Fy 是 不 可 能 的 。 

证 明 三 元 Golay 码 有 负 循 环 表 示 。 


第 七 章 ”完全 码 与 均匀 覆盖 码 


§7.1 Lloyd 定理 


在 本 章 中 ,我 们 只 考虑 二 元 码 , 这 对 于 了 解 编 码 理论 这 一 方面 
的 内 容 完 全 足够 了 .只 要 稍 加 改变 ， 几 乎 所 有 的 讨论 都 可 以 在 任 
BF, 上 进行 。 随 着 时 间 的 推移 ,许多 研究 完全 码 以 及 与 之 有 关 
的 间 题 的 方法 已 得 到 发 展 ， 其 中 最 精彩 的 可 能 就 是 我 们 将 在 下 证 
中 讨论 的 代数 方法 .对 于 二 元 e- 纠 错 完全 码 存在 性 的 一 个 较 强 的 
必要 条 件 , 我 们 将 用 一 种 全 新 的 方法 ,给 出 非常 初等 的 证 明 。 这 个 
定理 (对 于 4 = 2) 首先 由 S. P. Lloyd (1957) 用 解析 方法 所 证 
明 。 尽 管 后 来 有 许多 作者 推广 了 这 个 定理 ( 见 [44])， 但 我 们 仍 将 
其 称 为 Lloyd 定理 . 本 节 所 给 的 证 明 属于 D. M. Cvetkovié 和 
J. H. van Lint (1977, (17]). 
(7.1.1) 定义 。 如 下 定义 一 个 2* 阶 方 阵 Ar Ar 的 行 标 和 列 标 用 
从 0 到 2k 一 1 的 二 进 制 数 表示 ， 如 果 i 和 i 的 二 进 制 表 示 的 
Hamming 距离 为 1, 则 元 素 4.0.7) 一 1, 否则 4C.) = 0, 

由 (7.1.1) 我 们 立即 可 得 

A, I 

(7.1.2) E OA a) 
(7.1.3) 引 理 : 4, 的 特征 值 是 —k 十 21(0 <7 SA), M —& + 2 


sers) IREE 


证 明 。 用 归纳 法 证 明 。 对 于 《 一 1， 结论 易 证 。 设 列 向 量 x 
是 4 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 ,由 (7.1.2) 我 们 有 


Aun (7 = Gt D) (7 ) 


0393“ 


(=e-o( 5) 


再 由 二 项 式 系 数 的 性 质 如 知 引 理 成 立 . 口 
在 证 明 主 要 定理 时 将 遇 到 三 对 角 乞 阵 ， 而 本 节 最 困难 的 部 分 

就 是 确定 这 种 矩阵 的 特征 值 . 为 使 概念 简洁 我 们 采用 下 面 的 定 

X. 

(7.1.4) 定 义 ， EE 0. = 04,6) 是 一 个 三 对 角 和 矩阵 ,其 元 素 

(Qeli: =a, OS t Se, 
(Qun: =6—i, OSiSe—l, 
(Oe) = #4, lise, 


| 1 
| 1 
. 0._1(a,6) . 
P.; =P.(a,6): =j. 。|. 
_ — t 
0 0*- .0 e 1 


它们 的 行列 式 分 别 记 作 O. 和 Pe. 
(7.1.5) 引 理 . 设 w(x) 是 (1.2.1) 和 (1.2. 15) 中 定义 的 Krawtchouk 
BBR Kee — lis — 1,2), 那么 | 
| PB.(2y — n,n) = (ren). 

证 明 。 将 6. 按 最 后 一 行 展 开 , 有 

O, = (a + ¢)0.-1 — elb — e + 1)0,.5. 
把 所 有 列 加 到 最 后 一 列 上 ,再 按 最 后 一 行 展 开 , 则 得 
Ea O. = (a + e)Q.1 — ela 十 2)P 
又 将 P, 也 按 最 后 一 行 展开 ,得 
5 一 5。 ,一 5。 

由 这 些 关系 式 我 们 得 到 如 下 递 推 关系: 


(7.1.6) Pa = (a—1)P.— e(b 一 < 五 ， 

容易 验证 引 理 的 断 音 对 。 二 1 和 == 2 成 立 。 从 (1.2.9) 与 (7.1.6) 
见 上 断 高 中 的 两 个 多 项 式 满 足 同一 递 推 关系 ， 因 而 引 理 得 证 ， 吕 
‘Ho’ 


我 们 还 需要 一 个 关于 特征 值 的 较为 简单 的 引 理 ， 
(7.1.7) 引 理 . 设 4 是 形 如 
Au An +++ Au 
A= An An -** Ax 
Am Ai Ane o 
am AAEE» 其 中 4i; 是 m; x mi TBE G=1, 25°° ksi = 


EW. 设 Ba = de dete Ge. e. x)". 2 


y: = (xixi 3X19225X2 9X23 t Xho Th’ XA), 
其 中 每 个 重复 m; 次 .由 了 的 定义 显然 有 4y 一 17. ， O 


现在 我 们 来 讨论 著名 的 Lloyd 定理 , 它 将 有 一 些 重 要 的 推 
论 ， ee 
(7.1.8) =” Ege Te r TEER <- 纠 错 码 ， 那么 


证 明 . eonchouk 名 项 式 的 一 个 熟知 性 质 是 它 的 零点 互 不 
相同 ( 见 (1.2.13))。 为 证 明 这 些 零 点 都 是 整数 ,假定 C 是 一 个 如 定 
理 所 述 的 码 。 著 忠 矩阵 4。( 见 《7.1.1))。 按 如 下 方式 重 排 4, 的 
行 和 列 : 先 取 下 标 对 应 于 C 中 码 字 的 行 和 列 ， 然 后 依次 取 下 标 对 
应 于 Ci: = {x EF?|4(x,C) 一 人 站, 1 i。, 中 的 字 的 那些 行 
和 列 。 由 于 C 是 完全 码 ， 所 以 A, = UBS TE BST 7.1.7. 的 
分 块 矩 阵 , 而 现在 


1 0 n— 1 0 Qs wee ew eees 
| 0 2 0 8-2 Q cererereeeee 
B= 
Paar ar ee ee ee 0 e— 1 0. z—e+i 
.....>. D 0 é n — e 


在 det(B 一 xla) 中 作 代 换 + 一 7 一 27y， 得 
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det(B — xla) = 29P(2¥ — n,n). 
由 引 理 71.3,7.1.5 和 7.1.7 知 本 定理 成 立 。 C 
本 节 所 给 的 证 明 未 能 进一步 阐明 oo. 的 性 质 ( 例 如 , w. 的 零点 
有 何 组 合 章 义 ?), 但 这 是 一 个 完全 初等 的 证 明 (除了 不 可 避免 地 运 
用 了 Krawtchouk 多 项 式 的 性 质 以 外 ).、 在 $ 7.5 中 我 们 将 利用 定 
理 7.1.8 找 出 所 有 的 二 元 完全 码 . 


§7.2 PARES AX 


考虑 一 个 长 为 4 的 二 元 码 C， 在 (3.5.1) 中 我 们 定义 了 码 的 重 
ai. Æ (6.3.2) 中 又 把 这 个 概念 推广 为 距离 分 布 或 内 分 布 
(A)?-o。 对 应 这 一 序列 有 距离 计数 子 


(7.2.1) Ac(z): = > Aint = Tal ee". 
， i=0 
ve6 


为 了 得 到 更 多 有 关 蝶 离 的 信息 ,我 们 定义 一 个 矩阵 B( 以 R =F 
中 的 元 记 其 行 标 , 以 0,1,..,7 记 其 询 标 )， 其 中 


(7.2.2) = B(x,i): = |{c € Cld(x,c) = i}|, 
AB ACIDS. TERE x TEA B(x), 有 
(7.2.3) (dd An) = 1CL DBC), 
以 及 

(7.2.4) xE C <> B(x,0) = 1. 


(7.2.5) 52%. E CARATE, In mA TBME CELA O EADE 

Ve iavye al (olx,C) 和 OFC)) (BCE) = B(y))], 
其 中 p(x,C) 是 到 C 的 距离 . 

生意 , 若 码 C 是 正则 的 ， 并 且 0€ C。 则 C 的 重量 计数 子 等 于 
Acla). 

六 了 研究 短 阵 有 ,我 们 先 引信 某 种 代数 ( 见 1.11)). 
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> 


(7.2.6) 定 义 . 设 G 是 一 个 加 群 ,F ER MBAR UE FC (或 (FG， 
®.*)) 是 瑟 上 以 G 中 元 素 为 基 的 向 量 空间 ， 其 中 加 法 为 四 ,而 
乘法 x* 的 定义 如 下 : | | 

E "gr De: = D D alee). 


REG ‘Ebrh=k 


有 些 作者 宁愿 引 和 一 个 外 加 的 记号 = 并 定义 形式 乘法 如 下 : 
Dialed x D: = (Cd) OA Jet. 


KEG ‘E+h=k 
我 们 取 G 为 R = Fi HS F = CMBR or. 为 
了 不 致使 中 的 加 法 与 .ez 中 元 素 的 加 法 相 混 淆 ,我 们 把 群 代数 中 
的 元 写成 形状 D alx)x. 如 果 S 是 家 的 一 个 子 集 ， 则 把 8 与 


x€2 


.er 中 的 元 素 D x 等 同 起 来 (也 就 是 说 , 这 个 元 素 也 记 作 S). R 


z¢€S 


们 分 别 引 和 人 具有 固定 重量 的 字 组 成 的 集合 和 中 心 为 0 的 球 这 两 
个 概念 : 


(7.2.7) Yi = (xe Blw(x) =, 
(7.2.8) | Si, = {xE #|w(x) <j}. 
若 C 是 具有 外 分 布下 的 码 , 则 以 上 约定 给 出 
(72.9) eC DD B(x, 2) x, 


sea 


mR D(x,)) 记 C 中 与 ; x 的 距离 至 多 为 j em Dix,i) 


= >, B(x, DEZ 


147) 


(7.2.10) Six C = ®, D(x,j)x. 


X E R RERE X(1) 一 一， 对 每 个 ue A, E 
映射 uZ C 如 下 
(7.2.11)  Voea[Xus(v): = X(Cu,v)) = (—1)™™], 
ERE WR u Lv Ml Xu(v) = 1, 否则 Xv) = 一 1 
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把 这 个 映射 扩充 为 群 代数 .ex 上 的 线性 函数 : 
(7.2.12) X,( Bia(x)x): = Sa(x)%, (x). 

由 定义 立即 可 得 下 面 的 两 个 结论 ， 其 证 明 留 给 读者 作为 简单 
的 练习 ， 
(7.2.13) V eaVae ws Vane a [XA AB) = xX.(A)X.(B)], 
(7.2.14) (XS) = 2" 并 HV,yolX.(S) = 0])<>5 = Sy. 
引 理 5.3.1 的 结果 (现在 q 二 2) 可 以 写成 


(7.2.15) Xa) = Ki(wCa)), 

由 此 ,如 果 wla) = r, IA 

(7.2.16) Xu(Si) = >> K; = gis). 
k=0 


CWLC1.2.15)). 
KC 是 一 个 码 . 考虑 数 


一 Jol > Xa(C). 


前 面 我 们 已 遇 到 过 这 些 数 . AC 是 线性 码 , 则 定理 3.5.3 的 证 明 告 
诉 我 们 : Ci 就 是 C+ 中 重 i 的 码 字 数 。 若 C 非 线 性 ， 我 们 仍然 可 
以 考虑 数 C; 并 继续 定理 3.5.3 的 证 明 , 进 而 发 现 | 


2*1¢| > C; iQ —2(1 + i 


是 C 的 重量 记 数 子 。 这 个 计数 子 与 借助 定义 的 数 Cy 之 间 的 关 
AË MacWilliam 关系 式 的 非 线 性 形式 ， 

现在 ,我 们 利用 特征 标 X 定 义 另 一 个 数列 。 - 
(7.21) EX. Bi: -cB <i < n, RR C 的 


特征 数 . 

” ”如 前 可 见 , 当 C 是 线性 码 时 ,Bi 是 C” 中 重 为 7 的 码 字 数 。 令 
N(CJ: = {ill <i < n,Bi* 0}, 定义 码 C 的 特征 多 项 式 Fc 如 
F | 

(72.18) Fee); =c J i- *). 


je NCC) 1 
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(7.2.19) 定 理 . 设 Co sis ,On 是 多 项 式 Fe 的 Krawtchouk FB 
bia Y;* C = Sa. | 
证 明 . 设 uc ZA,wla) 一 1。 根 据 (7.2.137 和 (7.2.15) 得 
Xa Da; Y; * C) = Xa(DaY:)Xa( C) = X,0C) Fok) 


= Xa(C)Fc(). 
Huo, 根据 Fe 的 定义 知 上 式 右 边 为 0， 若 u 一 0， 则 右边 为 
2*。 再 由 (7.2.14) 知 断言 成 也 ， O 


(7.2.20 FEC. a osis" yAn 是 Fe 的 Krawtchouk 展 式 的 系 
Bo YT ue A 


> a;B(a,:) = 1, 


=0 


YEW. 用 (7.2.9). l 口 
(7-2.21) 定 义 ， Bs: = |NCC)| 称 为 C 的 外 距离 . 

注意 ， 若 C 是 线性 的 ， 则 * 是 出 现在 c+ 中 的 非 零 重量 的 数 
目 。 另 一 方面 ,推论 7.2.20 证 明了 任意 码 C 的 覆盖 半径 p(CC) OL | 
{3.14)) 至 多 为 ;, 因 此 , 称 : 为 C 的 外 距离 是 毫 不 奇怪 的 。 


$7.3 均匀 覆盖 三 


| 本 节 我 们 讨论 完全 码 ( 见 (3.1.5)) 的 推广 .如 果 C 是 。- 纠 错 完 
全 码 ,那么 在 of 中 有 5.*C 一 5,。。 现 在 考虑 4 之 2 十 1 以 及 
p(C) 一 ce 二 1 的 码 C. (A d—2e 十 3, 则 C 就 是 完全 码 .) 这 
时 ,以 码 字 为 中 心 , e 一 1 为 半径 的 所 有 球 互 不 相交 ， 且 每 个 不 在 
任何 球 内 的 字 至 少 与 一 个 码 字 的 距离 为 < 或 < 十 1. 

(7.3.1) 定 义 . 设 C 是 一 个 码 并 且 d 宇 2c 十 1,p(C) 一 < 十 1. 者 
每 个 满足 e(u, we -F u 丛 好 与 r 个 码 字 的 距离 为 “或 

ky 7 一 1 ,那么 C 就 是 一 个 完全 (e + 3- 纠 错 码 . eeu 
7 p(u;C) 一 。, 则 uu 恰 与 一 个 码 字 的 距离 为 <。 设 p(w,C) = 


e115* 


ee eT A SLT pe EAN EET TE ST ais 


= 十 1 不 失 一 般 性 , 取 忆 一 0, 那 么 与 习 的 距离 为 。 十 ! 的 码 字 具 
AER e+ 1 由于 它们 相互 之 间 的 中 高 必须 > 2+ 1 所 以 有 


(7.3.2) ao 
a | ce 十 1 


E * 一 |_| , 则 这 个 码 又 叫做 近 完 全 码 。 容 易 验证 C 满足 带 


等 号 的 Johnson 办 (5.2.16)。 J.-M. Goethals 和 H. C. A. van 
Tilborg 在 文章 [25] 中 对 (7.3.1) 作 了 推广 ,取代 > 的 是 与 p(u,C) 
一 。 或 。 十 1 有关 的 两 个 数 . | 

(7.3.3) EI. OR TIRE 000) oe bad tee oie 


e e è ùo * >  » >o >ù où ọọ o p @ * * ç 9 


koro ove = L OY} C= Sp, 


证 明 。 由 (7.2.2),(7.2.9) 和 (7.3.1) 即 得 . Oo 
(7.3.4) EJB. Fo TEE ee en cman 则 C 


和 和 
二 


s= e + l, Krawtchouk Ba 


1 
Qa = a= +.. = æi = 1,6, 一 Ce 一 一 。 
r 


证 明 ，(i) 充 分 性 由 定理 7.2.19 和 定理 7.3.3 可 得 . 
Gi) 现在 设 C 是 均匀 履 盖 码 .我 们 知道 Fc 的 次 数 “三 +t, 


十 了 


4 F(x): = >》 okKi(x), Ha ease Hal, e = 


Oe 一 全. 如 果 me B, wa) 一 #0, %(C) #0, 那么 由 


(7.2.13) 得 FCG) 一 0. 因此 ， 根据 (7.2.18) 可 知 Fele) 整除 
F(x), 所 以 一。 十 1 而 F(x) = 4Fc(x), HH a. 以 x 一 0 代 
ABRIR a = 1《 再 次 运用 定理 7.3.3). Ci 
下 面 是 定理 7.3.4 Pen 


e. e ù © » è ù > è  *# 8 ọ 4 * 9 
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HEES ARRE i n i dh DSR E omea o e . - - 
” =i NA RI A SN PE PN ITY 


一 。 十 1,4 二 2e 十 1 那么 多 项 式 


. « è > o 


e—1 


e. è> ses #«# 9 * 4 


首先 ， 我 们 看 到 ， SORSAT, BI d = 2e + 3, 则 由 (1.2. 15) 
Alr=1,F(*) = Panl) ME 7.3.5 就 是 Lloyd 定理 7.1.8. 
其 次 ,对 FCO) 的 要 求 可 以 写成 


(7.3.6) Ic| POL to 1) -= 


mer = 1 Mr = -Z 
(5.2.16). 
事实 上 ， 若 把 + 换 成 与 满足 p(u,C) > eF uE eRe 
十 工 的 码 字 数 的 平均 值 , 则 (7.3.6) 仍 然 成 这 . | 
一 般 地 ， 我 们 很 难 利用 定义 去 检验 一 个 给 定 的 码 是 否 为 均匀 
ee OS. 
现在 ， 我 们 考虑 一 种 特殊 情况 ， BUC 为 线性 码 且 < 一 1 的 情 . 
形 。 若 C 为 均匀 覆盖 码 , 则 C 的 特征 多 项 式 的 次 数 必 为 2( 根 据 定 
理 7.3.4)， 也 就 是 说 ， 在 C 上 中 仅 有 两 个 非 零 重量 w 和 w; 出 现 . 
假定 C+ 是 这 样 一 个 2- 重 量 码 ,其 重量 计数 子 为 
Aerle) == J + Ni” + Na, 
考虑 MacWilliams 关系 ( 见 $7.2), 并 以 
5 K,(«)z* 


k=0 
代替 (1 十 z)"*(1 — z) (W 0.2.3). 由 于 已 假定 C 的 极 小 距 
离 4 > 3, 因 此 从 2.227 的 系数 我 们 可 得 三 个 方程 : 
1 十 NT 一 2?|C|， 
Ki(0) 十 NiK,( 0.) 十 Ni 大 tx) = 0,(K = 1,2), 
由 定义 ， 我 们 有 Felwi) = Few) 一 0 以 及 Fc(0) 一 2"|1C | 一 。 


e117 。， 


么 上 式 分 别 变 成 (3.1.6) 和 


对 于 Fele) 的 Krawtchouk 展 式 的 系数 osmisezas 运用 (1.2.7) 可 
得 


72 
fo + æn +a,(") =2"1c17, 


n 
a, + a(n — 2w;) + a fawi 一 2nw; + (Z) = 0,(i = 1,2), 


将 这 几 个 方程 与 Ni, N2 注 足 的 方程 相 比 较 ， 即 得 a = 1, H 
定义 


r: = 2(a + l)a — 20} — — n(n +1). 


HET M, A wi t w= n t 1, 则 a, = 2 一 t 因此 ， 我 们 证 


明了 1- 纠 错 均匀 覆盖 码 的 一 个 特征 性 质 : 7 
(7.3.7) 定 理 . 设 C 是 一 个 线性 码 且 p(C) 一 2,4 > 3. PACH 


EEL E CELLE KS PAE PEER pini 2-H 
2A 并 且 wi 十 w, =n +l. 

文献 [25] 证 明 , 若 采用 均匀 覆盖 码 的 更 一 般 性 定义 , 则 可 取消 
wi + w 一 2 十 1 这 一 限制 . MP er lc’ we + 1 个 非 零 


重量 的 码 C ,本 定理 同样 成 立 . 


;7.4 均匀 著 盖 码 的 例子 


(7.4.1) Hadamard 码 ( 见 $4.1). 

sey (12, 24, 6) Hadamard $. 删 去 第 一 分 量 得 到 一 
(11,24,5) 码 C。 显 然 地 ,任意 字 z 至 多 与 4 个 码 字 的 距离 为 2 或 
3。 如 果 这 种 情况 发 生 ， 则 有 如 下 形状 (恢复 土 记号 并 适当 取 茶 些 


列 的 一 1 fe): 
Zz 一 一 一 十 十 十 十 十 十 十 十 十 ， 
xi 一 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 ， 
zx; 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十 十 十 ， 
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23 一 一 一 十 十 十 一 一 一 +++, 

二 一 一 一 十 十 十 十 十 十 一 一 一 . 
这 说 明 原 来 的 12 阶 Hadamard RAMAI: (+, x1)，( 一 ， 
x), (=x), (一, x)， 由 这 四 个 向 量 的 线性 组 合 得 到 的 行 向 量 
(一 4, 一 4, 一 4,0,0,…,0) 必 与 这 个 Hadamard 矩阵 的 其 余 行 正 
交 ,这 显然 是 不 可 能 的 .因此 , 字 z 至 多 只 能 与 3 个 码 字 的 距离 为 
2 或 3， 由 (7.3.6) 可 知 ， 当 Zz 满足 e(z,C)>1 时 ,与 z 相距 2 
或 3 的 码 字 数 的 平均 值 恰 为 3, 所 以 这 个 数 总 是 3， 这 证 明了 C 是 
参数 为 + = 3 的 均匀 覆盖 码 . 本 例 中 C 是 非 线 性 的 . 
《7.4.2) 测 减 RM 码 

设 V 是 上 $6 维 癌 量 空间 ， QW BIR E xixa 十 X3X4 十 
rxs 一 0 在 VALOJ 中 的 35 个 解 。 以 它们 为 列 组 成 一 个 6X35 4 
阵 G， 类 似 于 $ 4.5, 可 见 G 的 第 宇 行 是 矿 与 方程 六 一 1(1 SiS 
6) 所 确定 的 超 平面 之 交 的 特征 函数 。 所 以 线性 组 合 arCG(aeT) 
的 重量 是 方程 组 


xixa 十 xx, 十 xs% 一 0, 


> aixXi = 1 


inl 


的 解数， RR BE, Ma; 一 1( 除 a 一 9 外 )， 作 仿 射 变换 ， 
yz < = XI» = x3 F latis Ya = x, 十 daxa， 
o Is = Zs T axr, Ve = Xe + 4s% 
(这 是 一 个 可 六 变换 ). 我 们 来 计算 访 程 | 
(1 十 la 十 0344 -+ asa6)) + yy 十 ysye 一 0 


的 解数 .。 若 儿 的 系数 为 1, 则 解数 为 16, 若 y 的 系数 为 0, 则 解数 
为 20。 因 此 以 G 为 奇偶 校 验 抢 阵 的 码 C 的 对 偶 码 C+ 是 一 个 具有 
重量 16 和 20 的 2- 重 量 码 。 又 因为 W 中 的 向 量 互 不 相等 , 所 以 C 
的 极 小 距离 4 守 3。 根据 (7.2:21) 后 的 注 记 我 们 有 elC) = 2， 所 
以 ,由 (7.3.6) 和 定理 (7.3.7), C 是 参数 为 + 一 10 的 均匀 覆盖 码 .这 
个 方法 同样 可 以 用 于 更 高 维 的 空间 ， 
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(7.4.3) Preparata 码 
1968 Œ, F. P. Preparata®” 引进 了 一 类 非 线性 双 纠 错 码 ,并 
延明 它们 具有 许多 有 趣 的 性 质 . 他 的 定义 建立 在 Hamming 码 与 
2- 纠 错 BCH 码 的 结合 之 上 .。 对 这 个 码 的 分 析 涉 及 许多 繁琐 的 计 
算 ( 风 [11]). R. D. Baker 和 R. M. Wilson 发 现 (KER), 
Preparata 码 可 以 用 简单 得 多 的 方式 予以 定义 ,我 们 下 面 的 定义 和 
下 面 假定 mw 是 奇数 (m> 3),n 一 2” 一 1。 我 们 将 定义 一 个 
长 为 24 十 2 一 2"! ED, HE TM (X, Y) 表示 ,其 
中 XCFw，Y CE， 通常 我们 把 对 (X, Y) 看 作对 应 的 特征 函 
数 , 即 长 为 2"+! 的 (0,1) 向 量 . 
(7.4.4 ) 定 义 。 长 为 2"m 的 扩张 Preparata E P 由 所 有 满足 下 列 
条 件 的 对 (X,Y ) 所 组 成 ， 


Gi) |X| 和 |Y| 是 偶数 ， 


XEX yey 


(iti) 2 x? 十 (Si) 一 5 y, < 


Preparata 码 PD 是 由 分 中 的 码 字 去 掉 前 半 部 分 位 置 0 上 的 分 量 


所 得 的 码 . 

我 们 首先 证 明 多 有 2” 个 码 字 ， 易 见 , 满足 G) 的 XxX 的 取 
法 有 2" 种。 NA RA, RAS m) 的 次 数 为 
m, 因 此 长 为 #, 设计 距离 为 5 的 BCH 码 的 维 数 为 ” 一 2m, 这 表 
明 对 于 给 定 的 和 ,方程 (这 和 (证 ) 有 2°" AR YCR, AE, 
在 了 中 加 上 有 零 元 使 之 满足 G. 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 

其 次 ,我 们 断定 多 的 极 小 距离 为 6， 由 (7.4.4)GD 可 见 ， 极 小 
距离 应 为 偶数 。 另外, 如果 (X,Y) 满足 上 述 三 条 , 则 (Y,X) 也 是 
如 此 ， 假 定 (X,Y1) M(X,Y) 是 两 个 码 字 ; 令 Y; = YAY. 由 
(7.4.4) Ci) A Gti) 可 得 
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a E 


yee fe oe èë ë Wa 


w= Dv =, 


根据 BCH 界 ,这 说 明 |Y| S55, AR. BATS 
距离 之 6，。 剩 下 要 考虑 的 是 可 能 有 码 字 (Xi, Yi) M (X2 Y2) 满足 
IX AX: = |YiAY| = 2, 
& XiAX, = la, f}, YAY: = {7, 5}, 并 设 X 中 元 素 的 和 为 
十 ac。 由 (7.4.4)(i) A Citi) 推出 
ca 十 和 一 7 十 0， 
elat B+ [La tE =E rto, 
据 此 有 (s 十 7 十 (十 5) 一 0, 即 7Y 一 35, 矛盾 . 这 就 证 明了 
我 们 的 断言 ， 事 实 上 ,我 们 已 经 证 明了 : — 
(7.4.5) 定 理 ， 长 为 2m4 — ] 的 Preparata 人 码 P G] 2 个 码 字 ， 极 
小 距离 为 5。 这 里 m 之 3 是 奇数 多 一 2” 一 2m — 2, 
由 (7.3. 6) 可 见 ， 对 于 码 多 ,r 的 平均 值 是 OQ" —1)/3, 而 
(7.3.2) 表 明 + EARE EST QY 一 1)/3, 因 此 多 Bases. 
若 在 (7.4.4) 中 取 m 一 3, 则 得 到 我 们 在 $ 4.4 中 引进 的 Nord- 
strom-Robinson #8. 
it. 7E(7.4.4) (iii) 中 指数 3 并 不 是 必需 的 ,我 们 可 以 用 s: 一 
2: 十 1 代替 3， 但 要 求 映射 zx 一 立 和 zx 一 2 是 Fr 目 身 上 的 一 
一 对 应 。 有 关 极 小 距离 的 前 半 依 据 可 用 定理 6.6.3 RS. RE 
这 个 证 明 作 为 一 个 简单 的 练习 留 给 读者 . 


$7.5 不 存在 性 定理 


A. Tietäväinen ([68]) 5 J. H. van Lint ([41]) 证 明 , 在 
FERS EMEA TERE O L,Y e> 1 时 ,Golay 码 是 唯一 的 
非 平 凡 。- 纠 错 完全 码 ，M. R. Best ([7] ER: “4 e > 2,¢ #6 
时 ,关于 2 的 限制 可 以 取消 ， 但 其 证 明 更 为 复杂 . Me 一 1, 我 
们 知道 ，Hamming 码 是 1- 纠 错 完全 码 , 并 且 还 存在 非 线 性 的 1- 
纠 错 完 金 码 ( 见 (7.7.4)). 
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1975 Æ, van Tilborg (169]) 证 明 , 当 。 > 3 时， 不 存在 e- 
Ue SORES, M4e 委 3 时 , 所 有 。- 纠 错 均 匀 履 盖 码 部 是 已 
SIA. 本 节 我 们 将 给 出 这 些 方法 的 某 些 思想 ， 并 用 以 证 明 上 述 结 
w. 同样 ,只 考虑 二 元 情况 就 够 了 . 

(7.5.1) 定 理 .着 C 是 一 个 。- 纠 错 完 全 码 , 其 中。 1， PACH 


* e o ọọ * O% 9 


证 明 。 根 据 Lloyd EN 7.1.8, ZMA P. WER 和 < 和 二 
<x 是 [1,n] 之 间 的 整数 ， 由 Y. 的 定义 及 (1.2.8)， 这 些 零 点 的 
1 次 和 2 次 初等 对 称 多 项 式 为 


(7.5.2) Sa ielat 1), 


(7.5.3) xxi 一 -一 - zele — 1){3 + 3n + 2e + 2}, 


i<j 


EEAO 7) 也 可 以 由 (1.2.2) 推 出, 并 且 由 (1.2.2) 还 得 
(7.5.4) Kein = nat l— xi 
结合 (7.5.2) 和 (7.5.3) 有 

. ; ta L efe 一 „— 2—1 
(7.5.5) 2 2 (x; — x;) > ( 1) 3 | 
为 了 得 到 这 些 零点 的 积 ,我 们 来 计算 v0). 由 (1.2.1) 有 


w.(0) = >; ). 
将 此 式 与 (3.1.6) 和 (1.2.8) 相 结合 ,我 们 发 现 
(7.5.6) II xi = e1, (HREH 1). 
用 同样 的 方法 计算 w.(1) 和 于 (2) 可 得 
(7.5.7) II (x; — 1) = 27*(n — 1)(n — 2)---(2#— e), 
(7.5.8) 7 | 
TI ce 一 2) =27(n — 1 —2e)(n — 2)(n — 3): -- (n — e), 


#=1 


+ 132 + 


ia 


现在 ,从 这 些 关系 式 来 导出 关于 ti r ety x。 的 一 些 结论 . 


WAG) ide 的 最 大 奇 因 子 ,那么 (7.5.6) 表 明 


dT 


TI 4G) = Ale) <en. 


HERRARTE A r 和 zj 使 得 4(xi) = Alli <1). F 
是 2r; < Tj» 因此 2r < x., 并 且 由 (7.5.4) 有 


(7.5.9) tm Do (1 +1), 


如 果园 定 rm 和 x, 那么 (7.5.5) 左 边 当 
1 
x X °° Xen > (x + xe) 

时 达到 最 小 值 . 

将 这 些 从 代入 (7.5.5), 推 出 

2 1 — n — 22 一 上 

(7.5.10) (xe — my? S zC D( 3 ), 
再 将 上 式 与 (7.5.9) 相 结合 ,其 结果 为 
(7.5.11) n+l < Žele 1), 


现在 考虑 (7.5.7) 和 (7.5.8)。 因为 当 x€N 时 ， 
(x 一 1)(x 一 2) 总 是 偶数 ,所 以 本 
(7.5.12) (n — 1 — 2e )(n — 1)(n — 2¥(n — 3P- (2 — e) 
= 0(mod2*), 


Hec aS — 1), 则 <c 为 重复 码 ， 和 而 上 式 是 显然 的 ， 现 在 假定 
e< (a1), 设 2 是 (7.3.12) 左 边 所 有 因子 ”一 i (包括 一 
1 — 2e) 的 2 URAR, 那么 整除 (7.5.12) 左 边 的 2 DJAA E 
porem Nk ot > = e+1, 于 是 有 


(7.5.13) n > tie 
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车 。 较 大 ， 则 (7.5.13) 与 (7.5.11) 互 相 矛 盾 。 由 (7.5.11)，e Be 
小 时 ”也 较 小 。 对 于 较 小 的 e 是 容易 检验 的 .事实 上 ， 如 果 我 们 
稍微 准确 地 估计 一 下 = 的 值 , 则 只 剩 下 很 少 的 几 种 情 半 有 竺 和 苦 虑 ， 
可 以 证 明 , e = 3 是 唯一 可 能 的 值 . 实际 上 , e 一 3 可 以 完全 不 用 
Lloyd 定理 加 以 处 理 , 这 一 点 已 如 问题 3.7.1 所 述 . LI 

WERE 3 eS AE AS) R TD BS ee ETT 
但 由 于 参数 > 的 出 现 , 我 们 还 需要 一 些 别 的 技巧 . 

(SIDER. (7.5.18) TAPIE. 


证 明 . 我 们 从 推广 的 Lloyd 定理 ( 即 定理 7.3.5) 开 始 。 用 证 
明 (7.5.10) 和 (7.5.13) 的 方法 ,我 们 可 得 


1/2 
(7.5.15) ter — n <(e +1) (=) ， 


(7.5.16) | n > 27. 


但 用 以 导出 (7.5.9) 的 论据 必须 加 以 改进 . BO 的 零点 重新 记 为 
多 > :ye 其 中 Yi = A(¥j)2% aa Sy Ste S Mar, 一 方面 ， 
我 们 有 (用 (4,6) W a,2 的 最 大 公 因 子 ): 


I |y 一 Vier\ > Ty ete). = II (A(Y;), A(Yi+1))2° i 


Yi 一 1 Yi yi 
: 1 1 
> > 一 一 一 一 ~ 
II A(y;) ACY Vert) 
A(|C\) 1 


加 A(r)A((e + 1)!) > rA((e +1) 
最 后 一 个 不 等 式 用 到 (7.3.6)。 另 一 方面 ,又 有 


Il ly; — yp < ERS 一 xi)! < n(xXe41 — x1)° 


i=} Yi Yir Ye XIX2 “Xett 
一 n( ter, 一 Xi 。 2jc| 
r(e +1)! 2” 
结合 这 两 个 不 等 式 得 
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+ — 4 


1)! 1 2” 
(x, n e ett _ 
"ONT ACe FI) 2 ale] 


fet! | 1 iyy(” 
> T(e+1)1) 2st ya) 
> tI 11"), 
A((e + 1)!) 2° nvXe 
mA (e + 1) 
(7.5.17) (ze 一 x) 之 Alle +1) 
x -b(n —1)(n 一 2)...(z —e +1), 


pert 


比较 (7.5.15),(7.5.16) 和 (7.5.17)， 若 e > 3， 则 只 有 有 限 个 数 对 
(en) 同时 满足 这 三 个 不 等 式 ，。 一 1 与 。 二 2 时 可 以 很 容易 地 
利用 定理 7.3.5 加 以 处 理 ,而 其 它 有 限 多 种 情形 就 只 得 分 开 进 行 分 
析 了 ， 最 后 可 找 出 如 下 表 所 示 的 全 部 均匀 材 盖 码 ， 具 体 细 节 从 略 
(L691). O 


e è , è > è ò e g o o o è o O ē o @ 


k 
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IC] 类 型 


0 n 2" 完全 码 {031}" 

1 2m 一 1 277m 完全 码 Hamming 码 ( 以 及 其 它 码 ) 

1 2™ 2 2a-m™ 近 完 全 码 缩短 Hamming 码 ( 见 (7.7.1)) 
1 pec? — 1 | 277 | eS | 见 (7.4.2) 

7 22m  ] 2*+!-4w| 3p 2 Preparata 码 

2 2?m+1 — 1 27-43 均匀 覆盖 码 | BCH 码 ( 见 (7.,7.2)) 

2 11 24 SYM | 见 (7.4.1) 

3 23 2” 完全 码 Golay 码 

e 2 完全 码 重复 码 

e 


e 1 5c {0} 


§ 7.6 评 YE 


完全 码 已 在 几 个 方向 得 到 了 推广 〈 例 如 采用 与 Hamming E 
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离 不 同 的 度量 以 及 混合 的 字母 集 等 )， 读 者 可 以 参看 综述 [44]( 其 
中 包括 许多 参考 资料 )， 

Tietäväinen 不 存在 性 证 明 的 一 个 改进 可 以 在 [46] 中 找到 , 其 
中 也 包含 许多 参考 资料 . 

有 关 均 匀 覆 瘟 码 的 最 完整 的 资料 可 参看 [69]. 与 设计 理论 的 
关系 可 参看 [111 和 [46]. 

如 果 字 母 集 2 中 所 含 元 素 的 个 数 不 是 素数 方 磊 ， 那么 似乎 很 
难 确 定 在 8 上 是 否 存 在 未 知 的 2- 纠 错 完 全 码 ， 但 并 不 是 不 可 能 
的 ，。 一 工 的 情况 看 来 是 没有 和 希望 了 . 

本 章 所 采用 的 许多 思想 方法 (例如 $ 7.2) 都 是 P. Delsarte 5| 
入 的 ( 见 [18]). 


§77 fl E 


7.7.1， 证 明 缩短 二 元 [2” 一 2, 2” 一 z 一 2] Hamming BE 
完全 人 三. 

7.7.2， 设 C 是 长 n= 22211 1, 设计 距离 5 的 BCH 码 。 直 接 计 
算 与 满足 p(u,C) 之 2 Huey 3 的 码 字数 ,证 明 C 
是 参数 为 ”一 二 一 1) PADRE. 


7.7.3. anieete ty 5 aR C, 使 C Æ Nordstrom- Robinson 
RS. 

7.7.4， 设 互 是 [7,4] 二 元 Hamming W. EA LEM fE KO= 
0,f(e) =1,¢e40, 令 C 是 一 个 长 为 15 的 码 , 其 码 字 为 


l (x,x + C, > Xj + j(e)) ,其 中 CE 万 ， XE Fi. 


证 明 C 是 完全 码 ,并 且 ,C 不 等 价 于 任何 线性 三 。 

7.7.5， 证 明 二 元 2- 纠 错 完全 码 是 平凡 的 . 

7.7.6. 设 C 是 一 个 长 为 we 一 17 一 6 的 均匀 覆盖 三， 证 明 n = 
27 并 给 出 C 的 构造 ， 
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ei 


第 八 章 ”Goppa 码 


§8.1 EH] 言 


类 似 如 定理 6.6.2 的 证 明 , 我 们 再 次 考虑 一 个 狭义 BCH 码 的 
奇偶 校 验 和 矩阵 , 即 


1 8 p wee grm 
1 2 a.e RaT) 

yali P 6 6 
1 geo} grav wee Bog DC 一 


其 中 8 是 For 中 的 一 个 = 次 本 原单 位 根 ， 而 互 的 每 一 个 元 素 看 作 
Fs 上 的 mr 维 列 向 量 (8 的 存在 性 说 明 |(q” 一 1)). 

在 定理 6.6.2 中 ， 我 们 验证 了 互 的 任意 4 一 1 列 都 组 成 一 个 
Vandermonde 矩阵 ， 因 此 其 行列 式 关 0。， 进 而 证 明了 最 小 虐 离 至 
Dd. 许多 作者 都 注意 到 , 如果 用 矩阵 

hobo . hb 7° hn-18 5-1 
H=—|: : | 


hp hpi «++ haapii 


代替 H MERKER KE he Fins 6 是 Fin 中 不 同 的 
元 。 若 如 E Fs(0 过 i 达 4 一 1), 那么 因子 加 在 本 质 上 不 起 作用 ， 
该 码 可 用 一 个 等 价 的 码 代替 。 然 而 ， 如 果 A E Fin 中 的 元 , 那么 
Th Apt 看 作 Fe 上 的 列 向 量 时 可 能 与 原来 的 元 素 完全 不 同 。 

我 们 将 以 这 种 方式 考虑 BCH 码 的 丙种 推广 。 虽然 我 们 知道 
长 的 BCH 码 是 劣 码 , 但 新 的 码 类 含有 满足 Gilbert 界 的 序列 ， 因 
此 得 到 了 许多 有 趣 的 性 质 ， 
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§ 8.2 Goppa 码 


设 (cosc1, se ,Cn_1) 是 长 为 », 设 计 距 离 为 d 的 BCH 码 中 的 


n-i 


ABF WPA HEX, >) clb = 0, Sj <d, HALEN 


次 本 原单 位 根 。 我 们 希望 将 这 一 条 件 以 另 一 方式 写 出 。 注 意 到 
(8.2.1) g” z4 — 5 ak( Bf) sink -一 5 BERTO gk, 
z — p~ k=0 k=0 
ay 
S oc — zp Cz) 
(8.2.2) ra ~r 


对 某 多 项 式 PQ). 

者 g(x) 是 任 一 多 项 式 且 e(r) #0, REX 1/(z 一 7Y) 为 
满足 (z 一 7 了 7). 1/(# 一 7) 三 1(modg(z)) 的 唯一 的 一 个 多 项 式 ， 
即 

1 — Í z) — g(r 
(8.2.3) -一 一 一 (ROE , = a ) ). 

以 上 推导 是 下 列 定义 的 准备 . 

(8.2.4) 定 义 ， 设 8g(z) 是 Fam 上 zt 次 首 1 sak, + 工 一 {7，， 
Ys97ntjCFam, 满足 1L| =a H g(r) #0, 0S i <n 
1, 定义 具有 Goppa PIHA gC) 的 Goppa 码 T(L,g) 为 Fa 
上 满足 条 件 


a—1 


(8.2.5) - >> + = 0 (mod g(2)) 


i=0 2 — Ti 


的 字 (Coseis+ sen) 组 成 的 集合 . 

易 见 Goppa 码 是 线性 码 。 
(8.2.6) 例 。 如 本 节 开 始 所 述 ， 若 取 Goppa 多 项 式 gla) 一 of, 
以 及 工 一 {4670 之 i 之 4 一 1}, 其 中 是 Fam 中 的 次 本 原单 
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Mr Eehm e.. 


位 根 , 则 得 到 的 Goppa W T(L,g) 是 设计 距离 为 4 的 狭义 BCH 
码 ( 见 问 题 8.8.2) 。 
为 了 与 4$ 8.1 建立 联系 ,我 们 试图 找 出 T(L ,8) 的 一 个 适当 的 
奇 侦 校 验 和 矩阵 ， 由 (8.2.5 ) 和 (8.2.3) 我 们 看 到 , 若 把 
(一 上 -一 1 ge) — 8%) . jt. EG) — 8l ana) 
g(7%) z— T. &(7 4-1) z— Tai 


的 每 一 分 量 看 作 一 个 列 向 量 ， 则 它 就 是 一 个 在 菜 种 意义 下 的 奇偶 
REM, A h=gl(r I) ky 0, 如果 gle) 一 gizi, 那 
| =o 
么 与 (8.2.1) 类 似 可 得 
g(z) — g(x) _ > gijn, 


z- x 1 于 FT 
FRAT 2 ,得 到 T(L,g) 的 奇偶 校 验 号 阵 
hogs ees eee hsf: 
hol Se F ETa) ereere steers hy aiC Seu + £27 1) 


ho( gi + 27% 1 十 ... -Hgri™) - ohol Ea F gr nat. e+ ger gh) 
利用 线性 变换 ,就 得 到 了 所 需 的 是 阵 
| . hy +e | hat 
H= At 0s naaal 


| Lhe 1 haaf amt | 
(这 里 用 到 了 g #0 这 一 事实 )， 
-BAEREN S 8.1 hippe A 那样 具有 广泛 性 ， 因为 在 如 中 ， 
h; ,是 任意 的 ， 而 现在 我 们 有 h= gry. 
(8.2.7) 定 理 . 由 (8.2.4) 所 定义 的 Goppa 码 T(L,g) RR : a 
一 mt, 极 小 距离 >t + i. 。 
和 证明。 与 BCH 码 类 似 ， ih RIE HBO, o 
(8.2.6) 中 给 出 的 例子 说 明 BCH 界 《 对 狭义 BCH W) 是 定理 
8.2.7 的 一 全 特殊 情况 。 
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§ 83 Goppa 码 的 极 小 距离 


老将 我 们 的 着 眼 点 稍 加 改变 ， 则 有 可 能 用 另 一 种 方法 得 到 
《8.2.7)， 还 可 能 得 到 某 些 改进 。 如 前 ， 用 Rid (Fs)*, 令 工 如 
(8.2.4), 定义 


=E) 一 5 


inp 


再 定义 两 个 有 理 函数 EC) 和 "(Cz) 的 距离 为 
4(E(z),n(e))2:=|1EC) — nn) I, 

Fitch, E(x) 写成 形式 n(z)/d(z) H. (al), d(z)) = 1 时 ， 

ISG) 表示 分 母 a(x) 的 次 数 。 易 见 这 是 一 个 距离 函数 。 并 且 ， 


映射 Caesa) > > 


i=0 


我 们 将 把 (8.2.5) 左 边 看 作 R* 中 的 元 素 , 并 用 上 面 的 术语 来 研究 
Goppa- 码 ( 即 不 用 (8.2.3))。 Æ EC) 一 n(e)/d(e) 对 应 一 个 非 
零 码 字 , 则 degd (2) 之 degn(z) + 1. if. ECs) = 0(modg(z)) & 
指 g(x) 整 除 n(z), 因 此 degd (=) Sit L TÆR IEG 之 上 十 1。 
这 是 定理 8.2.7 的 结论 。 | 

以 上 结论 表明 ,如 果 4(z) 与 n(x) 的 次 数 之 差 大 于 1， 则 可 以 


改进 对 极 小 距离 的 估计 .由 于 在 aCe) 中 2" “的 系数 为 > bi» 所 


ee | (hosbis ° -+55y-1) € a. 


以 ， 涯 另外 添加 一 个 奇偶 校 验方 和 bs bi = 0, 则 对 极 小 距离 的 估 


计 可 以 增加 LERES Mb 1. 我 们 可 将 同样 的 起 法 用 于 其 它 


系数 。 EDF nlg) 中 z2 的 系数 为 . 
| (cays Se = ViVi Vi | 
(Hp > 表示 jy $i,» = 1,2,---,5), 这 个 系数 是 和 
21306 


a pS 


cAMP Daca RO SA AERO CT pin ra Soe mone Bea 


SariO<r<s) 


izo 


的 线性 组 合 。 由 此 可 见 ， 如 果 我 们 再 加 * 十 1 个 奇偶 校 验方 程 : 


健一 1 


>) 47 =0(0 <r <s), 则 可 找到 一 个 维 数 >n — im — (1+ 


ing 


sm)， 极 小 距离 之 i 十 :十 2 的 码 。 把 这 个 码 与 一 个 用 :十 :次 
Goppa 多 项 式 得 到 的 码 相 比较 又 会 怎样 呢 2 我 们 说 , 前 一 方法 较 


为 优越 ,因为 Z br 一 0 意味 着 Dar! 一 0 所 以 ,一 旦 有 4 


次 出 现 就 可 以 肯定 维 数 没有 减少 ， 

应 注意 到 ,上 面 所 简 述 的 过 程 与 取 Goppa 码 和 BCH 码 的 交 
或 多 或 少 有 些 相 似 之 处 。 

上 述 方法 对 二 元 码 的 情形 特别 有 用 ,这 就 是 
(8.3-1) 定 理 . 设 4 一 2, 而 g(x) EER, PA T, g) WRB 
离 之 2: +1, 其 中 t = deg g(z), 

证 明 。 设 (Cesir. ,cs-1) 是 一 个 码 字 。 定义 


f(z) 一 TI (z — 7;)%, 


BBA E(x) 一 J), KE f(s) 是 f(z) 的 形 
ixo 


式微 商 。 在 了 (z) 中 只 有 * 的 偶数 次 者 出 现 , 即 f(z) 为 一 完全 平 
H. HF e) 必须 整除 jz) ,所 以 实际 上 os) TER, 
于 是 ,利用 前 面 的 讨论 即 得 4 宇 2: 十 1. 口 
“当然; 我 们 也 可 以 把 定 捍 8.3.1 与 取 Goppa 码 和 BCH 码 的 
交 这 一 想法 联系 起 来 . 


$ 8.4 Goppa 码 的 渐 近 特性 


在 $6.6 中 , 我 们 曾 指 出 ， 长 的 本 原 BCH 码 是 劣 码 。 这 一 事 
实 是 与 定理 6.6.7 SEW, T.Kasami (1969, [39]) 证 明 , 一 族 循 


= 431 > 


环 码 , 若 它们 的 扩张 码 在 仿 射 群 下 不 变 , 则 对 具有 长 度 n ÆR ki 
距离 di 的 码 组 成 的 子 序列 Ci, WA lim inf(/n1) 一 0 或 者 lim 
inf(4i/#;) 一 0, 因此 这 样 的 码 也 是 劣 码 ， 现 在 我 们 证 明 Goppa 码 
是 一 个 相当 大 的 码 类 ， 

(8.4.1) 定 理 ， 在 FF 上 存在 一 列 Goppa 码 满足 Gilbert #, 


| e « >% # 


证 明 。 先 选 参数 2 =q”, AR? : 和 4, 再 取 L = Fam, RA] 
试图 在 Fem 上 找到 一 个 不 可 约 多 项 式 g(z), 使 得 T(L,g) 的 极 小 距 
wad, 设 e= (co Cis’ t.3 Cys) 是 任 一 4] 二 4 的 字 ， BH e 是 


P(L,g) 之 外 的 一 个 字 。 因 为 Soi! ait: ) 分 子 的 次 数 为 1 一 1， 


‘=O 


所 以 至 多 有 | 二 二 + 1 一 1 | 个 :次 不 可 约 多 项 式 ele), He 不 属于 
r(L,g)， 要 保证 距离 4, 我 们 至 多 应 该 排除 


Se -5) 


个 :次 不 可 约 多 项 式 ,这 个 数 小 于 < Va(n,d 一 1)( 见 (5.1.4)). 
由 (1.1.19),Feow 上 * 次 不 可 约 多 项 式 的 个 数 超过 
i mif} — g miti 
(+) amc — gi), 

Ri, MRR r(L,g) 存在 的 一 个 充分 杀 件 是 : 

(8.4.2)  & É Vam, d —1) <— "U TED, 

7 根据 定理 8.2.7, 靳 得 的 码 至 少 有 -wm 个 码 字 ， 在 (8,4. 2) 两 
边 取 以 4 为 底 的 对 数 ,再 除 以 x。 假定 4 是 变量 , 且 4 >i, n 
co ,利用 引 理 5.1.6 得 

Hy(6) + o(1) < m+ ol1). 
由 于 码 T(L,8) 的 信息 率 >1 一 马 :, 所 以 ,我 们 可 以 技 到 一 列 多 项 
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R g(x), 使 得 对 应 的 Goppa 码 的 信息 率 趋 向 1 一 Hs(8)， 这 就 是 
Gilbert (5.1.9). {| 


$8.5 Goppa 码 的 译 码 


Æ $ 6.7 中 我 们 提 到 过 Berlekamp 译 解 BCH 码 的 方法 , 这 一 
方法 也 可 用 来 译 Goppa W. 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 用 与 $ 6.7 中 
同样 的 方法 来 进行 . 

设 《CC Caa) ÆTL, g) 中 如 (8.2.4) 所 定义 的 一 个 
码 字 ,假定 我 们 收 到 (Ro Ristet Rora). H E= (E, Ett, 
E,..)=R—Cice AS. > M:=(i|E; # 0}, id :一 deg g(z) 


并 假定 |M|=e< ot 再 利用 (8.2.3) 的 约定 ,定义 一 个 多 项 式 
S(x): 


(8.5.1) S(x) = S- -一 一 > (mod e(#)). 


S(x) 称 为 校 验 子 。 S(*) a 可 以 由 接收 者 利用 R 及 (8. 2. 5) 计算 出 
来 。 再 用 与 $ 6.7 类 似 的 方法 定义 一 个 找 差错 位 多 项 臣 c(z) 和 一 
个 相伴 多 项 式 w(x)( 但 这 次 是 应 用 错位 本 身 ， 而 不 是 它们 的 道 ) 
(8.5.2) 2, Te, | 


i EM 


(8.5.3) | i aia): -XE JI (2-71). 


j©M\{s} 
` 由 定义 ,G(s) 与 w (x) 无 公 因 式 , 目 deg ca 一 edeg ole) < 
e. $6.7 中 有 关 wla) / aC) 的 计算 可 用 下 式 代替 ; | 
(8.5.4) Slao (a) = Ëi 1 — 7;) 


= = wl) ‘nod g(<)). 
现在 假定 我 们 已 有 一 个 算法 ， 可 找到 一 个 次 数 最 人 的 首 一 多 
”项 式 alz) 关 0 以 及 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 wi(z) ,使 得 
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(8.5.5) F S(z2)o1Cz) = w, (z) (modg(z)), 
Adl) Æ SC) Mgl) 的 最 大 公 因 式 ， 则 由 (8.5.4) 与 (8.5.5) 知 
d(z) 整除 ol) 和 w(x). 再 由 (8.5.4) 和 (8.5.5 ) 得 
SCz)foi:Cedole) — wle)aile _ zZ 
d ( dol = (2)a1¢ i= 0 (mod sa, 
由 此 就 有 
oi(z)a(z) — wlz)o(z) = 0 (modg(z)). 
因为 上 式 左 边 的 次 数 小 于 g(z) 的 次 数 ， 所 以 应 为 0。 而 (olx)， 
w(z)) 一 1 意味 着 olz) 可 整除 o.(z), 于 是 有 ale) =o). 一 
且 找 到 了 c(s) 与 o(s)， 很 明显 ,我们 就 找到 了 E. Berlekamp A 
法 是 计算 ole) 的 一 个 有 效 方法 。 还 有 另 一 种 基于 Euclid 算法 
的 方法 ,可 用 来 求 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 。 


§8.6 广义 BCH 码 


我 们 从 别 的 方面 来 考察 Goppa KH, 令 工 一 由 pp， 
pB*- 人 ,其 中 8 Re 中 的 = 次 本 原单 位 根 ， 取 8g(z) 为 一 适当 的 多 
MA, W (za -ae T(L,g). 如 (6.5.2), 我 们 用 ACX) 
ji ag He ax 十. agit? 的 Mattson-Solomon 多 项 式 ， 

BER 


(x" -o 46 =x yn S ai 


2 X — 6 
(这 里 用 到 引 理 6.5.3), 

上 式 左 边 是 一 个 次 数 <n 一 1 的 多 项 式 , 并 且 在 X = KOS 
i<n—1) 处 取 值 wn6“4(P')， 由 于 我 们 只 在 上 讨论 问题 ,所 
Lin 可 以 换 成 1。 又 因为 X” :io4(X) CH s 6.5 中 的 记号 ) 的 次 数 
志 2 一 1 并 且 也 在 这 = 个 ”次 单位 根 上 取 同 样 的 值 ， 所 以 上 式 左 
边 就 是 多 项 式 X”!oA(X). 这 就 证 明了 
(8.6.1) 定 理 。 设 8 是 Fm 中 的 一 个 # 次 本 原单 位 根 。 若 工 二 {1， 


* o >o o * * 


RRN RCON 一 1) 一 1， 则 二 元 Goppa 码 T(L, g) 
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由 所 有 使 得 a(x) 的 Mattson 多 项 式 A(X) 满足 
; X” io A(X) = 0 (mod e(X)) 

的 字 CIE " “Cai) 组 成 . 

在 定理 6.6.2 中 ， 我 们 利用 定理 6.5.5 以 及 码 字 的 Mattson- 
Solomon 多 项 式 具 有 充分 小 的 次 数 证 明了 BCH F. 对 于 Goppa 
码 ， 我 们 有 类 似 的 结果 。 现在 多 项 式 g(X) 的 次 数 为 4， (SCX)， 
X? 一 1) = 二 1， 因 此 根据 定理 8.6.1 可 知 A(X) 至 少 有 > 一 1 一 !: 
个 2 次 单位 根 为 其 零点 ， 因而 又 知 a 的 重量 至 少 为 上 十 1. 这 是 
定理 8.2.7 的 第 二 个 证 明 。 

以 上 结论 告诉 我 们 如 何 去 推 广 这 些 码 ， 其 关键 是 要 保证 码 字 

的 Mattson-Solomon 多 项 式 的 零点 中 所 含 # 次 单位 根 的 个 数 极 
少 , 这 一 想法 曾 为 R. T. Chen 和 D. M. Choy (1975,[13]) 所 
采 FA. 

(8.6.2) 定 义 . 设 Z 一 Per，(T, 十 ,0) 的 定义 如 $ 6.5， 令 S= 
Fe[x*]mod(xz” — 1). 假定 P(X) M G(X) 是 工 中 的 两 个 多 项 式 且 


(P(X), X*—1) 一 (G(XK)，X 一 1) 一 1 那么 ,Fe 上 由 多 项 式 


对 (P(X),G(X)) 决定 的 , 字 长 为 7 的 广义 .BCH 码 ( 记 作 GBCH) 
定义 为 
{a(lx) € SIPOON = = = (mod). 

显然 ,GBCH ERRET. 
dec (X). 

TER. 由 定理 6.5. 5,04 5 x*—1 的 公 因 式 RES 也 是 P(X) 
o(a) (X) 的 因 式 ,但 (G(X). AX) 一 1, 所 以 f(X) 的 次 数 至 多 
是 nn 一 1 一 degG(X). C] 

注意 ， 定 理 8.6.1 中 特殊 的 Goppa 码 就 是 GBCH 码 的 例子 。 
若 取 P(X) = X*,G(X) = XX!, 则 又 得 到 一 个 BCH 码 。 

GBCH 码 的 奇偶 校 验 矩 阵 类 似 于 § 8.1 中 的 A, HIE, % 


起 多 项 式 p) 一 (OP) 一 Die! A gle) 一 (01GJCG ~ 


e 135 ° 


Dar. 内 为 "次 单位 根 不 是 PLX) 与 G(X) 的 零点 ， 所 以 根据 


引 理 6.5.3 知 p(x) ,g(x) 的 所 有 系数 都 是 非 零 的 。 设 ale) 是 一 个 
码 字 ，A(X) = (a)(X). 由 (8.6.2) 知 ,有 一 个 次 数 不 超 过 ”一 
1 一 degG(X) 的 多 项 式 BCX) 使 

P(X)oA(X) 一 B(x)G(#) = BUDGE), 


& b(«):=(@'B)(x) = > bi 那么 我 们 有 


p(x) * ale) = b(x) * gC), 
即 


n-1 a—1 
> piaix’' = 21 bigix', 
FFE, O; = Pig a; CES iS 一 D. 再 令 hi: = Pig; LEX 


h, hb +> a 
H:= ha hyp? - a a 
Ry hf - pier 1) 


设 1 <j <: = degC (X), 则 B i= H (6.5.2), 
BMA) E Bem À S het, 


所 以 有 al? 一 0， 反 之 ， 若 an =o, “Wl BOO WIRES 
n 一 1 一 4 所 以 B(X)G(X) = BOOG = POAC), 即 
局 于 这 个 GBCH W. | 


v 


58.7 F 注 


§ 8.1 中 所 描述 的 码 叫做 交错 码 ， 本 章 所 涉及 的 码 是 依赖 于 
h: AUB; 的 选择 的 特殊 情况 ， 最 有 趣 的 子 类 似乎 要 算 由 J.N. Sriva- 
stava FẸ 1967 年 所 引进 的 Srivastava 码 了 《未 发 表 )。 E. R. Berle- 
kamp ([2]) 认识 到 了 它们 的 可 能 性 并 建议 在 这 方面 作 进 步 的 


研究 。 交错 码 是 H. J. Hegent (1974;135]) 所 引入 的 ， 由 V. 
_D. Goppa ([27]) 在 1970 年 引进 的 Goppa 码 是 其 中 最 有 趣 的 例 
子 ( 见 [4]). 

除了 E. R. Berlekamp 与 0. Moreno ([5]) 所 证 明 的 扩张 
2- 纠 错 二 元 Goppa 码 是 循环 码 以 外 , BCH 码 是 仅 有 的 循环 Goppa 
码 ( 见 问 题 8.8.2), 后 来 ，K. K. Tzeng 和 K. P. Zimmerman 
([71]) SHEA Goppa 三 也 证 明了 类 似 的 结果 ， 并 且 推 广 了 
Goppa 码 的 思想 。 


$8.8 问 Æ 


8.8.1. JL Fy 中 的 所 有 15 次 本 不 单位 根 组 成 ( 取 atat 
一 0. 令 ete +1, RAH Goppa 人 码 PCs 
g). 
8.8.2. HOE Fm hi he RAB, & L: a(t, o a, 
eee, TERRY Goppa BH C—F(L,g) 为 特 
” 环 码 时 , 必 有 茶 : 和 使 g(s) =e, BCH BCH, 7 
8.8.3. ik n = q” — l, L = Far\ {0}. Hik Ci; 是 于 (6. 6, 1) 中 取 
| 1 一 0， 5 = d, 得 到 的 PE 上 长 为 7 n 的 BCH #3, oe 
Goppa 码 P(L, 8). 证 明 C Ne, 的 极 小 距离 d >d, + 
d — 1l. . 
4.8.4， 考 起 多 项 式 对 (P(X), G(X)) 所 确定 的 GBcH 码 ， 其 中 
degG(X) = 1, 证 明 存在 多 项 式 P(X), 使 (2(X)， xX) i 
SEIS aan 
8.8.5， 设 C 是 长 为 15 的 二 元 循环 码 ， RE TRH Prat, 
证 明 c 是 BCH TARE Goppa 码 。 
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第 九 章 ” 渐 近代 数 优 码 


$ 9.1 一 个 简单 的 非 构 造 性 例子 


在 前 面 各 章 中 ， 我 们 叙述 了 几 种 构造 码 的 方法 。 如 果 用 第 五 
章 的 观点 来 考察 这 些 码 ,我 们 可 能 会 感到 失望 。 $ 4.1 中 的 Hada- 


mard 码 具有 5 一 本, 但 当 n—> co 时 ,它们 的 信息 率 R 趋 于 0. 对 


于 Hamming 码 ,虽然 R 趋 于 1 但 8 趋 于 0。 对 于 BCH 码 ， 若 因 
定 R， 则 也 有 5 一 0。 对 所 有 我 们 讨论 过 的 码 ， 都 有 一 个 确定 的 
码 序列 存在 ,使 得 5 > 0 MH RO, 

作为 下 节 的 引言 ， 我 们 现在 证 明 可 以 给 出 一 个 产生 优 码 的 简 
单 的 代数 定义 。 然而 ,这 个 定义 不 是 构造 性 的 ,并 且 仍 停留 在 定理 


2.2.3 所 阐述 的 观点 上 我 们 将 讨论 R= 之 的 二 元 码 . 固定 一 个 


关 并 选择 元 cm € Fa, 如 何 se ORI FDL. 把 
向 量 ac F? ate Fin 中 的 元 ,定义 ” - g 
on :={(a,aa)lac FP}. 

4A 一 4w BBE. HC 包含 一 个 重量 一 2m2 的 非 零 字 (a,aa)， 
Bi a :作为 aa 与 & 的 商 (在 Fy 中 ) 由 这 个 字 所 唯一 -确定 。 由 此 可 


见 ,a 至 多 有 3") 种 选择 使 导出 的 码 C 的 极 小 距离 


<2mi, 现在 取 1 = 下 全 一 Gilagm) ). 根据 定理 L. 4.5, pa 


的 “不良 "选择 的 数目 是 o(2”)(m 一 œ). 所 以 , 几乎 对 的 所 有 
选择 都 有 

(i 1 

d > 2mH (2 pam) 
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eT A aE DS et SERRE E tbe c 


其 中 4 是 Ca 的 极 小 距离 , 令 m > co 并 适当 选取 on, 我 们 得 到 一 
个 信息 率 均 为 二 的 码 序列 且 使 得 对 应 的 3 满足 


5 一 a (4) + o(1), (m—> 00), 


因此 ,这 个 序列 满足 Gilbert FE (5.1.9), 如 果 我 们 能 够 给 出 一 个 
选取 an 的 明确 方法 , 那 将 是 一 个 惊人 的 结果 .长 期 以 来 ,都 存在 这 
样 一 系列 的 疑问 ， 是 否 有 可 能 给 出 一 个 确定 码 序列 的 明确 的 代数 
方法 ,使 得 信息 率 与 d/o 都 界 于 0 之 外 ? Justesen (137]) F 1972 
年 成 功 地 做 到 了 这 一 点 ,其 基本 思想 是 上 述 方法 的 一 种 变形 ,在 一 
个 码 字 中 让 所 有 可 能 的 乘 数 都 出 现 ， 用 以 代替 这 里 难以 选取 的 
a t, MAIZTER o 的 平均 效果 几乎 与 单个 & 的 某 种 明智 选择 
同样 好 , | 

| 


§9.2 Justesen 码 


_ 我们 将 要 研究 的 码 是 G. D. Forney ([22]) 在 1966 年 引信 
的 级 联 码 的 一 种 推广 。 级 联 码 的 基本 想法 是 分 两 步 来 物 造 一 个 
码 : 从 一 个 码 Ci 出发， 把 Ci 中 的 码 字 看 作 一 个 新 字母 集中 的 符 
号 ,而 码 .Cs 是 由 这 些 符 号 构造 出 来 的 。 对 此 ， 我 们 将 予以 详细 讨 
论 。 设 C, 是 Bi EOE, BE Cpe: cd) 中 的 符号 
c; 可 以 写成 Ff 上 的 一 个 m- 元 组 , W c = Ca, Cins AAS Cim) 
(i = 0,1,+-+,2 = 1), 其 中 :cz E F,, 对 于 所 谓 的 内 部 码 Cy 中 的 
一 个 码 字 来 说 ,这 样 的 一 个 m- 元 组 就 是 它 的 信息 符号 序列 。 我 们 
只 考虑 码 率 为 二 的 最 简 情况 。 对 应 于 ci 一 (casting em 在 


入 部 码 中 有 一 个 长 为 2m AY. 

级 联 码 的 码 率 是 Cs 的 码 率 的 一 半 。Justesen 的 想法 是 使 内 部 
码 C: 为 可 变 的 ， 即 C: 的 选择 取决 于 ;。 . 如 上 节 所 述 ， 选 择 内 部 
码 使 得 一 个 长 为 2m 的 字 起 始 于 c; 的 符号 序列 ， 我 们 再 取 一 个 
Reed-Solomon 码 作为 外 部 码 Ca 
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构造 的 细节 如 下 。 由 于 我 们 打算 令 m 趋 于 无 穷 ， 所 以 需要 有 
结构 简单 的 Fam, 利用 定理 1.1.28, Wm = 2. 3 HE EL H 
[x1(mod g(x)) 表示 ,这 里 g(x) = r” eM, 作为 外 部 码 
的 Reed-Solomor #3 (HL $6.8) C3 如 下 表示 。 将 m- 元 组 (i， 
istet ima) AIF Fim 中 的 元 素 h t ar t oo Hig ie 取 
KK 个 连续 的 m- 元 组 doy 4d1,.…* ,Ai， MEETA a(Z): =a, + 
nZ 十 … + ap ZR E FelZ]. 对 于 17 一 1 2 一 所 一 1， 


nt— 1 


定义 il) = >, ex’, WR 了 的 二 进 制 表示 为 > 6,2’, 这 样 


i=0 


i(x) 取 遍 了 Eor 中 的 所 有 非 零 元 。 将 它们 分 别 代 入 4(Z), 得 到 一 
TEA Fy :中 六 个 元 的 序列 ， 它 就 是 线性 码 C, 中 的 一 个 码 字 . C3 
的 码 率 为 及/N. 由 于 xz(Z) 的 次 数 S< K1 AAACASA K- 
个 零点 ， 即 C; 的 极 小 重量 DS>N—K+1 (W $6.8). 这 是 产 
He Reed-Solomon 码 序列 的 一 个 完整 的 方法 。 我 们 以 同样 的 方法 
来 构造 内 部 码 。 若 c; 是 外 部 码 中 一 个 码 字 的 第 7 个 符号 ( 仍 表 为 
Fi 上 的 多 项 式 ), 则 把 它 换 成 (c;,1(x)cj)， 这 里 乘法 取 mod g(x). 
最 后 ,把 它们 表 成 F, 上 的 2mw- 元 组 ， 
(9.2.1) 定 义 ， 设 m=2. 3, N= 27 一 1， 适当 选择 尺 ( 见 下 
面 ), 并 令 D 一 N HISK, A En 记 如 上 定义 的 长 为 2: 一 nm: 
= 2mN 的 一 元 码 ， 称 之 为 、 Justesen 码 . CO m 的 维 数 为 《: =mK, 
HRA KN., 

我 们 采用 与 $ 9.1 中 类 似 的 想法 来 分 析 C n» 就 是 说 ， 出 现在 
E m 的 一 个 码 字 中 的 非 零 2m- 元 组 (Cej ji《w)c;) 确定 了 j WM. 
(9.2.2) 引 理 . ik 7 € (0,1), € (0,1)。 又 设 (Mr)Len E TE: 
ARAE ML: 27 =y +o(1)(L =œ). AWick: fp 


e o a 8 * 9 ē H 


W > LWO) + o(1)}, (L > œ), 
证 明 。 对 充分 大 的 工 定义 - 


2:—H" (6 —- 1 ). 
~ . logL / 
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由 定理 1.4.5 有 


L 
> ( ) < 2L6~ (MogL)) 
Oo<ec2L \ i ° 


所 以 
L 
W 之 {Me 一 aA ; )jaz > AL{ M; — 252-0108) } 
一 1722{7 + o(1)} = YL2Ħ{H (8) + o(1)}, 
(L 一 œ), oO 

选择 码 率 R 使 0 < R < 二 。 取 (9.2.1) 的 数 K 为 使 Rw: 一 K/ 
2N>R 成 立 的 最 小 值 。 这 保证 了 在 (9.2.1) 中 取 ! 一 1, 2,…' 得 
到 的 码 序列 En RABE Re 一 R(1 一 0), Cn 的 极 小 距离 又 
CREWE? 在 外 部 码 中 ,一 个 非 零 码 字 的 重量 至 少 为 N 一 K 十 1= 
D, 进一步 有 
(9.2.3) N—-K+ti>N—K=NM(1 —2R,) 

== (2" —1){1 — 2R + o(1)}, (m —> 00), 

外 部 码 的 一 个 码 字 中 的 每 个 非 零 符 号 在 E n 的 一 个 对 应 的 码 字 e 
中 产生 一 个 2m- 元 组 (e;, i(x)c;)， 并 且 它 们 都 不 相同 (根据 
(9.2.1) 后 的 附注 )。 我 们 用 引 理 9.2.2 来 估计 e 的 重量 。 取 荆 一 


2m, 6 = pd 1 一 2R。M 一 D， 由 (9.2.3), 引 理 的 条 件 已 满 
足 , 所 以 
w(e) > (1— 2R). 2m. 2". GAES + o(1)}, (m—> 00), 


dn > (1 — 2R) {x (4) + oj 一 co) 


由 此 ,我 们 证 明了 下 列 定理 
(9.2.4) 定 理 。 设 0 一 R <> ， 如 上 定义 的 Justesen 码 En RAF 
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(i) R, > R,(m—> oo), 
(ii) lim inf 2» > (1—2R)H"(+). 
用 第 五 章 的 记号 ,对 于 小 于 Z WR RIE 
s> (1 一 2R)H (>), 
因此 5 不 趋 于 O(n — 00), 
为 了 使 信息 率 大 于 E, LAHTI MINCE, 设 0 < 


< m (后 面 将 选择 ") ,考虑 On. 对 于 码 字 e 中 的 每 一 个 2m- 元 组 
Cenie), 我 们 去 掉 最 后 :个 符号 ,导出 的 码 记 作 Cow. SR 
国定 ，0 < R < 1。 给 定 w 和 s, 选 取 使 得 Rw: 一 [m/(2m —s)] 
X (KIN) SR 的 最 小 整数 KK (车 m/(2m —5) 之 R， 这 是 可 能 
的 )。 在 定理 9.2.4 WIE, BETES e 罕 少 包含 有 DD 个 不 同 
的 2m- 元 组 (cj,i(x)c;) 这 一 事实 。 由 于 码 字 缩 短 了 ， 我 们 得 到 
的 (2m 一 9)- 元 组 不 一 定 互 不 相同 , 但 每 个 可 能 的 值 至 多 只 出 现 
2 次。 因此 在 Cn. 的 码 字 e 中 ,至 少 有 


M,:=—2 ‘(N 一 K) = 2 iN (1 -一 EPE Rm) 


个 不 同 的 〈2m 一 9)- 元 组 . 
”再 次 应 用 引 理 9.2.2, 这 时 


ML = Ms. 
令 d ms 是 E mis 的 极 小 距离 ,我 们 有 | 


dn,s > (1 _ 2m —s R )(2m 一 sar] < (+) 
m 2 


m—s 
© + oC}, (m 00). 
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所 以 | 
(9.2.5) dm > (1 —2m—=sR)) (fat =) +h 
(m— 00), 
现在 要 寻找 * 的 某 种 选择 ， 使 产生 的 结果 最 佳 。 令 7 固定 ， 
r€ (+1). 取 s: 一 Lm(27 —1)/r] +1, 荐 7 之 R, 则 m/e 
一 s) SR, H09.2.5)8 
(9.2.6) ds > 人 (1 一 全 ECG 一 站 十 oDj 一 oo)。 


着 + 满足 


9.2.7 R = l 一 一 
) it log {1 — H“(1 — r)} ? 


MOLOEUENRAH, WEOADMEMAT 5 MMM. 
下 面 的 定理 是 对 这 一 构造 方法 的 总 结 . 
(9.2.8) 定 理 ， BO <R <1 B25 (0.2.7) 的 解 中 之 最 大 者 


令 s= |m(2r—1)/rj+ 1, 那么 Justesen 码 G mu AE EK n, 
信息 率 . Rm „so DEER d mis 其 中 
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rer OF Ppa A "ean FE EF PE EE re tee ee . 


d 


lim inf 


2 (1 Buran). 
FEF 3h, RIJE Justesen 5 Gilbert 界 作 了 对 比 。 对 
r > 于， 曲线 是 (9.2.6) 所 给 线 族 的 包 络 。 


Hi 


§9.3 评 注 


$ 9.1 中 的 极其 简单 的 想法 至 今 尚未 引起 足够 的 重视 . 更 多 的 


偿 试 可 能 会 发 现 o 的 明确 选取 方法 ,使 之 产生 相当 好 的 码 ( 除 问题 
9.4.1 所 述 外 )。 Justesen 码 的 发 现 是 七 十 年 代 编 码 理 论 的 重大 进 
展 之 一 。 


§94 A gi 


9.4.1. BE Re 如 § 9.2 所 表示 。 证 明 不 存在 这 样 的 a, 使 得 按 $ 9.1 

构造 出 的 C。 的 距离 大 于 3。 比较 其 它 已 知 的 ， 码 率 >- 

CO. wp 112,47 码 。 oe E 

9.4.2. W ale) 是 一 次 数 小 于 不 的 多 项 式 。 一 个 二 元 [24,4] WE 
环 码 是 由 所 有 形 如 (a(x),a(x)a(w)) 的 码 字 组 成 的 ,其 中 
乘法 到 mod(xt 一 1)， 这 时 ， 若 对 码 字 的 两 半 同 时 作 循环 
平移 变换 ， 则 码 不 变 ， 试 构造 一 个 这 种 类 型 的 [12, 6] 码 ， 
使 4 一 4. 


9.4.3， 用 $9,2 中 的 缩减 方法 证 明 ， 对 任意 码 率 R， 按 $9.2 中 想 


法 导出 的 码 都 满足 Gilbert 界 。 
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第 十 章 HK B 


$ 10.1 AN 码 


在 这 一 章 中 ， 我 们 扼要 地 介绍 一 种 用 于 检查 和 改正 计算 机 运 
算 错误 的 码 。 这 里 ,运算 是 指 通常 的 算术 运算 ,因而 其 理论 与 前 述 
各 章 完全 不 同 。 然 而 在 几 个 地 方 与 循环 码 的 理论 有 相似 之 处 .在 
某 些 情况 下 ， 我 们 将 证 明 的 细节 留 给 读者 。 关 于 这 一 领域 更 一 步 
的 讨论 ,请 读者 阅读 $ 10.4 所 给 出 的 文献 

这 一 章 中 ,进行 运算 的 数 ,是 在 以 基数 rC EN, r> 2) 的 数 
系 中 表 出 的 。 从 实际 应 用 的 角度 看 ，2- 进 制 (+ 一 2) 10- 
(r 一 10) 的 情形 是 最 重要 的 。 我 们 必须 做 的 第 一 件 事 ,是 寻找 一 
个 适当 的 距离 函数 ， 前 述 各 章 曾 使 用 过 的 Hamming 虐 离 并 不 适 
合 目前 的 讨论 。 这 是 因为 做 加 法 时 产生 的 一 个 差错 ， 会 因 进位 而 
导致 运单 结果 的 许多 位 发 生 差错 ， 我 们 需要 的 距离 函数 ， 它 对 应 
于 算术 差错 就 象 Hamming 距离 对 应 于 字符 印刷 错误 一 样 
(10.1.1) 定 义 。 一 个 整数 * 的 算术 重量 w(*) ,是 使 存在 下 述 表 示 
的 最 小 的 : | | 


t 
x = > ， ar? 
t=] 


这 里 a;,n(i) 是 整数 , 且 lal < ranli) > OGG 1,2,:-e,4), 两 
THER Z ROSE AR d(x,y) 定义 为 | 
d(x,y):=w(x — y). 
容易 验证 ， 这 的 确 是 Z 的 -个 度量 。 BREREY 移 不 变 


的 , 即 d(x,y) = d(x + z,y +2), 然而 对 于 ( 表 成 +- 进 制 的 ) 两 


个 整数 的 . Hamming 距离 而 言 ， 这 并 不 成 立 。 算术 距离 不 超过 
Hamming E8, 
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我 们 将 要 讨论 具有 如 下 形 臣 的 码 C: 
C:={AN|NEZ, 0<N< B}, 

其 中 ,4 和 了 都 是 固定 的 正 整数 。 这 样 的 码 称 为 AN 码 。 这 些 码 
有 如 下 的 应 用 。 假定 我 们 希望 求 出 两 个 整数 Ni,N:( 正 的 且 小 于 
B) 的 和 ,那么 我 们 先 把 它们 编码 成 AN, 和 A4N;, 然后 将 这 两 个 整 
数 相 加 , 设 和 为 S。 如 果 运 算 正 确 , 则 用 4 除 S 束 可 得 到 Ni + Na. 
如 果 4 不 能 除 尽 8$， 就 说 明 出 现 了 错误 。 这 时 寻找 码 字 AN, tE 
d(S,AN;:) 达到 最 小 ,那么 N 就 是 N + MERKUR. AST 
能 够 纠正 所 有 可 能 的 至 多 含 。 个 差错 的 模式 ， 充 分 必要 条 件 仍 然 
是 码 C 的 极 小 距离 22e 十 1。 如 前 ,这 等 价 于 要 求 码 C 的 极 小 重 
量 至 少 为 2e +1, 码 C 的 这 些 性 质 ， 基 于 它 与 Z 的 子 群 H: = 
{ANINE Z} 的 相似 性 。 由 于 政 的 极 小 重量 <2 ( 见 问题 10.5.1)， 
因此 把 互 取 做 我 们 所 要 的 码 并 不 是 一 个 好 主意 . | 

为 了 避 开 这 个 难点 ,我 们 考虑 所 谓 的 模 AN 码 。 定义 m= 
4B, 则 我 们 可 以 把 C 看 做 Z/mZ 的 子 群 。 因 此 、 有 必要 修改 我 们 
的 距离 函数 。 视 Z/ m2Z 的 元 素 为 图 To 的 顶点 ,这 里 x*(modm) 5 
x'(modm) 有 边 相连 当 且 仅 当 

x — x = ter! (modm) 
对 菜 两 个 整数 c,1,0 二 cc 二 r+,1 之 0. 
【10.1.2) 定 义 。 两 个 整数 * 和 » Cat Z/mZ 的 元 素 ) 的 模 距 离 
dm(x,y) 是 x 和 3 EAT, 中 的 距离 。 x 的 模 重 量 Wm(%) 定义 为 
d,,(x,0), YER 
w(x) = minfwly)| yE Z, y = x(modm)}, 

尽管 我 们 已 经 得 到 了 与 线性 码 的 一 个 极 强 的 相似 ， 然 而 还 有 
别 的 困难 。 并 非 w 的 任何 选择 都 有 良好 意义 . 例如 , 当 我 们 取 r= 
3,4=5,B=7 hf, m=35, hF 4 = 3” (mod35), 我 们 有 
d,(0,4) 一 1 但 是 , 当 参 与 加 法 运算 的 整数 比 35 小 时 ,考虑 对 应 
于 3 这 一 位 置 的 差错 就 不 太 切 合 实际 了 。 MET, 的 定义 中 ， 限 
钙 7 了 也 有 不 足 之 处 .事实 证 有 明 , 如 果 取 m= 二 rt 1(n€Z,n 之 2)， 
就 能 够 得 到 可 以 接受 的 理论 。 在 实际 应 用 中 ， 这 也 是 一 个 很 好 的 
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选择 ,因为 许多 计算 机 都 是 模 2" 一 1 进行 运算 的 ， 
STER * 都 可 唯一 地 表示 为 


r= ye! mod r” — 1), 


这 里 cj;&€ 10,1, -7 一 人 (0O<Xi<cn), c; 不 全 为 0， 因 此 Z/ 
(r? 一 1) 可 以 看 作 是 字母 集 {40,1,…,r 一 1} 上 的 长 为 7 的 非 
零 字 所 成 的 集合 。 当 然 , 如 果 我 们 取 m= r”, 就 没有 必要 将 0 FE 
除 在 外 了 。 注 意 到 许多 计算 机 是 模 2* 工作 的 , 所 以 m = 二 +” 也 是 
一 种 有 实际 意义 的 选择 。 但 在 一 2,z 一 2” 时， 我们 却 不 能 指 
望 得 到 好 码 。 因 为 我 们 必须 取 4 = 24 OUST ,从 而 码 C 将 由 
ein >) 0:2), ci€ {0,1}, co ee SH Op = 0 的 整数 所 组 成 ,这 
时 ,对 一 个 整数 x(modB) 进行 编码 ,就 是 在 它 的 表示 里 加 上 不 个 
0。 这 是 毫 无 意义 的 ,对 任意 的 > 都 存在 类 似 的 问题 。 读者 应 该 确 
信 , 在 AB = m— 1 —1 的 情形 , 模 上 距离 对 于 Z/m2Z 的 算术 运算 
是 一 个 自然 的 函数 ,因而 C 很 象 线性 码 。 事 实 上 ,我 们 可 以 得 到 与 
前 述 各 章 更 强 的 相似 ，。 | 
(10.1.3) 定 义 、 一 个 以 > 为 底 的 长 为 的 循环 AN 码 是 Z/(r* 一 
1) 的 一 个 子 群 C。 它 是 这 个 环 中 的 主 理想 ， 即 存在 A, B, 使 AB 
= r" — 1, # B 
C = {AN|NEZ, OSN < B}, | 
象 6.1 那样 ,我 们 称 4 为 C 的 生成 元 。 至 此 ， 读者 就 不 会 者 


时 我 们 的 主要 兴趣 在 于 那些 具有 较 大 信息 率 (一 工 log:B ) 和 较 大 


极 小 距离 的 码 CT. 定义 (10.1.3) 中 的 术语 与 (6.1.1) 是 一 致 的 . 
如 果 x € C, 则 因为 C 是 一 个 子 群 ,所 以 rx(mod r* 一 1) 也 是 C 的 
一 个 码 字 ,并 且 rx(mod r* — 1) 的 确 是 * 的 一 个 循环 移 位 ( 均 以 
r 为 底 表示 )。 整 数 了 好比 是 一 个 循环 码 的 校 验 多 项 式 ， 

用 同样 的 方法 ,可 以 推广 负 循 环 码 的 思想 .这 只 须 取 mart 
1 ,并 考虑 Z/mZ 的 子 群 即 可 。 I 
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O OLADH. BE r= 20 = LH wm 一 "一 1 一 2047, 我们 取 
A 二 28，B 一 89， 得 到 的 循环 AN 码 由 23 的 直到 2047 的 全 部 
89 个 倍数 组 成 的 ， 一 共有 22 种 方式 产生 一 个 差错 ， 这 些 差 错 对 
应 于 整数 120 <7 二 11)。 它们 恰好 是 除 0 之 外 的 模 23 ME 
因此 ,[1,2047] 中 的 每 个 整数 恰 上 与 一 个 码 字 的 模 距 离 为 0 或 1. 所 
以 ,这 个 循环 码 是 完全 的 。 它 是 Hamming 码 的 推广 。 


$ 10.2 算术 重量 和 模 重 量 


为 了 能 构造 出 可 纠正 多 于 一 个 差错 的 AN 码 ， 我 们 需要 一 个 | 
简单 的 方法 来 计算 整数 的 算术 重量 和 模 重 量 。 
由 定义 10.1.1, 每 个 整数 x 都 可 以 表示 为 


wr) 


x = > ， a;r” ®© 
#=1 


其 中 a nG) RH, lal <r, nli) > 0G = 1,2,-+-, w(x)). 
容易 找到 例子 说 明 这 种 表示 不 是 唯一 的 。 为 此 ， 我 们 要 对 系数 再 
加 一 些 限制 ,以 使 这 种 表示 成 为 唯一 的 。 
(10.2.1) 定 义 。 设 bEZ,cE Zll <r, lel) <r. (4,6) RA 
容许 的 ,如 果 下 述 条 件 之 一 成 立 : 

(i) 2c 一 0， 

Gi) be >O 并 且 12 十 cl 一 ”， 

(i) Bbc << 0 ŻE. 121 > |e}. 

TE Hr 一 2, 则 必 有 可 能 性 (i)。 因 此 ,如 果 一 个 表示 


x= 5 c;2' 
内 的 所 有 的 偶 (ct cc) 都 是 容许 的 ， 那么 必定 没有 两 个 相 邻 的 


出 它 的 更 一 般 性 的 定义 。 
(10.2.2) 定 义 ， 设 有 一 个 表示 
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ee rr a emaa o . 


x= Saar’ 


其 中 se Zale <r 对 一 切记 并 且 6; 一 0, 对 所 有 充分 大 的 
称 这 个 表示 为 * 的 一 个 NAF, 如 果 对 每 个 i 之 0, Caoa) 都 是 
容许 的 ， 

(10.2.3) 定 理 。 每 个 整数 x 都 恰 有 一 个 NAF。 如 果 


是 x 的 NAF, MI] 
w(x) = | {ili 20, c ~ OF]. 
证 明 . 
(a) Bx ERA Dar’ ll <r. 又 设 i EE bid) 


非 容 许 的 最 小 值 。 不 和 失 一 般 性 ， 设 b> 0 CRW Be). 用 
2 一 入 一 7 RF bia H bii = bi 十 1 RE b Ga ba +1 = 
r, 则 进位 )。 著 bi > 0, Moin 一 0 或 者 Dn 0, HAF 
(Bi+1,b;) 非 容 许 而 有 bia Oa bl or a= |e Æ bina 
0, 则 2 一 0 或 者 bbm >00, 并且 因 为 Cis, b) 非 容许 而 有 
一 bt < bn Als |B; + bim) = r — 8: — Brae < ra ARC 48) 
是 容许 的 。 并 且 同 理 可 以 验证 (bba) 也 是 容许 的 。 按照 这 种 
方法 ,我 们 就 可 以 构造 一 个 NAF, 并 且 在 这 一 过 程 中 ， 表示 的 重量 
没有 增加 ， 

(b) 下面 证 明 NAF 是 唯一 的 。 假设 基 个 x 有 两 个 这 样 的 表 
示 : * 一 Z) cir' 一 D cir, 不 失 一 般 性 ,可 以 设 oe co co > 
0, Rib oma —r, AERA cE {a+ 1 一 7。c 十 1。，ci 十 
1 十 r+}。 如 果 =atl—r Nag 20, 因此 有 ct asr 
1 h ac 0, HB mar, Br mtr me mls 
r, 所 以 ota>r—l. 矛盾 。 同 理 假设 c 一 c 十 1 或 < 一 
c 十 1 十 ” 亦 导出 矛盾 。 因 此 ,NAE 是 唯一 的 。 L 
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下 述 定理 提供 了 一 个 求 NAF 的 直接 方法 。 
(10.2.4) EJE, 议 rEZ, x20, 设 (r+ 1)x 和 x 的 -元 表示 
分 别 是 


(r+ 1)x = 5 ajri, x 一 >> bir, 
7=0 j=0 


其 中 4;50;€ {0,1,°+*,r — 1}, 对 所 有 的 7; 且 和 1 一 0 一 0， 对 
充分 大 的 1， 则 x 的 NAF Æ 


ow 
x= >> (ajy 一 bu dri. 
j=0 


证 明 。 我 们 通过 将 DS) bri 与 Sirit 相 加 来 计算 a;。 设 进 
j=0 j=0 


位 序列 是 Eo, Es ° Ill Es = 0, E: =| (Era H bim + &)/rl, R 
们 得 到 : a; = Ea t bia + bi er, (eima — bi We = 
Ea F bj, 一 er, 我 们 必须 验证 Cems ci) 是 容许 的 。 |c + 
ci| <r 是 8 的 定义 的 平凡 推论 。 假设 “> 0, cin < 0, W 
E 一 0。 这 时 有 c = 8a t biisiin Op — 7, 同时 条 件 | cinl 
> 1ci| 等 价 于 cat biit b <r Ae 一 0。 最 后 一 种 情况 是 
完全 类 似 的 ， LI 
x 的 NAF 为 我 们 提供 了 关于 * 的 一 个 简单 估计 ， 详 见 下 述 
EH, 
(10.2.5) 3238, 车 我 们 用 i) 代表 x 的 NAF 中 使 0 的 最 
大 的 ;并 且 定 义 i(0):=—1 , 则 
pt2 
i) Ske jr] < IT 
我 们 将 这 个 完全 初等 的 证 明 留 给 读者 。 
由 $ 10.1, 显 然 必 须 把 这 些 思 想 用 某 种 方式 推广 到 模 表示 , 我 
们 取 m= r — ln 2, 
(10.2.6) EX. PR 


x = Sar (modm} ¢;€ Z, |e,| <ra 


. 150 e 


称 为 x 的 一 个 CNARF( 一 循环 NAF), OR Certs ci) 是 容许 的 ， 
Ro i= 0,.……,n — 1, 这 里 cv 一 cv 

下 面 的 两 个 关于 CNAF 的 定理 ， 是 定理 10.2.3 的 直接 推广 . 
它们 可 由 该 定理 得 到 ,也 可 利用 定理 10.2.5 推出 。 由 于 有 意外 , 稍 
加 小 心 是 必要 的。 但 是 证 明 这 些 定理 读者 当 无 困难 ， 
(10.2.7) 定 理 ， 每 个 整数 x 都 有 一 个 模 m CNAF, 并 且 这 个 CNAF 
BMH. RE 

(r+ 1)x = 02x (modm), 

在 这 种 情况 下 ， x 有 两 个 模 m CNAF， 如 果 r= Se ‘(modm) 


是 * 的 CNAF, il 

we) = |{i]OSi<cn, c; 0}. 
(10.2.8) 258, WMR (r+ 1)r = 0 Ax(modm), Ii] wn(*) = n, 
除非 n = 0(mod2) 并 且 x = +[m/(r + 1)]Cmodm), 在 这 种 


情况 下 em Ce) = > 


如 果 我 们 有 zx 的 一 个 NAF, 其 中 co 一 0， 则 它 是 一 个 
CNAF 的 附加 条 件 就 已 满足 。 因 此 定理 10.2.5 蕴含 着 下 述 定 理 ， 
GOZDE, BI 有 一 个 请 居 eem = 0 CNAP H RE 
在 ye Z, fE x = y(modm),|y| < m/(r + 1). 

由 这 个 定理 导出 另 一 个 求 整数 模 重 量 的 方法 。 

(10.2.10) ER. Xi x€ 2 ,我 们 有 
wm(*) = {70a pcan, Sve Z, 
m[(r Fi)<y<smr/(r7 +1), 
y = rix(modm)} l. 
证 明 。 显 然 ,rx 的 CNAF 是 x 的 CNAF 的 一 个 循环 移 位 , 即 


wm(rx) = wmn(xX)。 假设 += Dar (mod m) 是 一 个 CNAF E. 


Canai 一 0,， 则 rix 有 一 个 CNAF, MAME) 由 定理 
10.2.9, 这 种 情形 出 现 当 且 仅 当 存 在 》, 使 y = r'x(modm), |y) < 
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m/1(r 十 1)， 因 为 模 重量 是 非 零 系 数 的 个 数 ,所 以 除了 定理 10.2.7 
的 例外 情形 ,结论 便 已 得 到 。 对 于 那 种 例外 情形 ， 利用 定理 10.2.8 
就 可 得 到 结论 ， o | 口 


$ 10.3 Mandelbaum-Barrows 码 


现在 我 们 介绍 一 类 能 纠正 多 个 差错 的 循环 ANB. 它 是 由 
J. T. Barrows 和 D. Mandelbaum 引进 的 那 一 类 码 的 推广 。 我 
们 首先 需要 一 个 关于 循环 AN 码 的 模 重 量 的 定理 . 
(10.3.1) 定 理 ， 设 CCZ/(r* — 1) 是 一 个 循环 AN 码 , 4 是 其 生 
RE. Lik 
B:=(r°—1)/A = |C}, 


Sent) = 9(| | eel) 
证 明 。 我 们 假定 每 个 x e C 都 有 唯一 的 CNAF 


n- 


r= S er (mod r* — 1), 


i 


如 果 C 中 有 元 素 具 有 两 种 CNAEF ， 只 是 稍微 复杂 一 点 而 已 ， 我 们 
把 它 留 给 读者 .我 们 必须 确定 非 零 系数 ci,x 的 个 数 ,其 中 0 万 i 志 
n 一 1,x € C， 我 们 视 cne 为 一 个 矩阵 的 元 素 。 由 于 C 是 循环 码 ， 
所 以 这 个 和 矩阵 的 每 一 列 都 有 相间 数目 的 0。 因此， 所 求 之 数 等 于 
n| {x€ Clc。 us 去 0}|。 由 定理 10.2.9， 我 们 有 cnie # 0 当 且 仅 
当 存 在 y€2Z, E y = xr (modr*—1), m/(r + 1<y<mr/ 
(+ 十 1)。 因 为 x 具有 形式 AN(modr*—1)(0 <N < B), 必 有 
Bi/(r + 1)<N<Br/(r +1). 口 

定理 10.3.1 中 的 表达 式 近 似 地 等 于 #1Cl[Gr DG 
()]，、 估 此 该 定理 类 似 于 线性 码 C 的 一 个 较 早 的 结果 ER, 
(3.7.5)): 
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S w(x) = nic iE, 


x€EC 


下 面 的 定理 引进 了 广义 Mandelbaum-Barrows 码 , 并 证 明 这 - 

些 码 都 是 等 距离 码 。 
(10.3.2) 定 理 . 设 B 是 一 个 不 能 整除 r 的 素数 ,使 (Z/ BZ) 由 元 素 
“rr 和 一 1 生成 。 再 设 = 7 是 正 整数 ,使 得 7° = 1 (modB ) , 令 A: 
("一 1)/8, 则 由 4 生成 的 码 CCZ/Cr。 一 1) RPS, 
et 
n rB B 
a lra] Tl) 

证 明 . 设 rE Cox ~ 0, N] x= AN(mod 7” — 1), m NÆ 
0(modB)。 由 假设 可 得 : 存在 i, 使 N= +ri(modB), 因此 ， 
Wyle) = Wal EA) = Wald) 这 证 明了 Cc 是 等 距离 码 。 至 于 
码 字 的 重量 由 定理 10.3.1 即 可 得 到 . o 

Mandelbaum-Barrows 码 对 应 于 § 6.2 中 的 极 小 循环 码 Mi， 


注意 这 些 码 的 字 长 至 少 为 > (B 一 1), 相对 于 码 字 个 数 B 而 言 是 
比较 大 的 。 因 此 ,从 实用 的 角度 看 ,它们 似乎 并 不 重要 ， 
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有 兴趣 进一步 了 解 算 术 码 的 读者 ,可 以 参阅 W. W. Peterson 
和 E. J. Weldon AY [53], J. L. Massey 和 O. N. Garcia 的 
[48], T. R. N. Rao 的 [58]。 完全 的 纠 单 错 循环 AN 码 已 得 到 
广泛 研究 , 建议 参阅 M. Goto 的 [28] M. Goto 和 T. Fukumara 
的 [29] ,以 及 V. M. Gritsenko AY[31], 4 r = 10 Rr = 24(R> 
1) 时 ,完全 的 纠 单 错 循环 AN 码 不 存在 . | 

关于 NAF 和 CNAF 的 更 详细 的 讨论 可 参阅 W. E. Clark 
和 J. J. Liang #9014], [15]. 关于 二 元 Mandelbaum-Barrows 
码 的 参考 文献 可 以 在 [18] 中 找到 . 存在 一 类 与 BCH BARE 
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arnam m RR aree crm A 


位 点 的 循环 AN B. 这 可 以 在 C. L. Chen, R. T. Chien 和 C. 
K. Liu 的 [12] 中 找到 . 

关于 算术 码 的 更 多 的 材料 ， 建 议 去 参阅 H. W. Lenstra 在 
Séminaire Delange-Pisot-Poitou (Théorie des Nombres, 1977/ 
78) 讨论 会 上 的 一 篇 题 为 《完全 算术 码 》 的 论文 . 


$105 H 是 


10.5.1. WER, Rene Vin (10.1.1)， 则 对 每 个 4e2Z， 
minjw(AN)|N€Z,N ~ 0} <2, 
10.5.2. 推广 (10.1.4), 并 找 一 个 + = 3 的 例子 。 
10.5.3. 考虑 模 3 一 1 的 三 元 表示 。 利用 定理 10.2.3 的 证 明 方 法 ， 
| 找 出 455 的 一 个 CNAF, | 
10.5.4. %% Bom ll,r = 3,n = 5 时 ,确定 Mandelbaum-Barrows 
码 的 码 字 ，。 
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第 十 一 章 卷 积 码 


§11.1 5l 言 


本 章 所 要 讨论 的 码 与 前 述 各 章 有 很 大 的 不 同 ， 它 们 不 再 是 组 
码 ， 即 码 字 的 长 度 不 再 是 常量 。 尽 管 这 种 码 与 组 码 有 相似 和 相关 
之 处 ,但 二 者 之 间 有 着 巨大 的 差别 , 即 卷 积 码 的 数学 理论 还 没有 很 
好 地 发 展 。 这 也 是 数学 家 难以 对 它 产生 兴趣 的 原因 之 一 . 

尽管 如 此 ,在 引言 中 ,我 们 把 卫星 通讯 作为 应 用 编码 理论 的 最 
引 和 注目 的 例子 之 一 ,今天 这 一 领域 的 一 个 主要 工具 就 是 卷 积 码 ! 
因此 ,对 这 个 课题 作 个 简短 介绍 是 适当 的 , 至 于 组 码 与 卷 积 码 的 比 
较 , 可 以 参阅 151,$ 11.4]。 在 结束 几 节 介绍 之 后 ,我 们 将 讨论 这 个 
课题 的 较为 数学 化 的 几 个 方面 。 卷 积 码 的 主要 研究 领域 是 减少 译 
码 复杂 性 。 我 们 不 打算 涉及 这 些 方面 ， 请 有 兴趣 的 读者 查阅 有 关 
文献 ， ` 

在 这 一 章 里 ,我 们 假设 字母 是 2 元 的 ,推广 到 是 直接 的 ,对 
卷 积 编码 的 所 有 介绍 ， 几 乎 都 使 用 同一 个 例子 。 再 加 一 个 例子 反 
而 会 使 某 些 学 生 觉 得 没有 其 它 例 子 了 。 因 此 我 们 将 仅 使 用 这 个 典 
范 的 例子 ， | | 

”图 4 所 示 的 是 这 种 码 的 编码 装置 。 三 个 方块 是 存 贮 单元 ( 触 
发 器 ), 它 们 可 以 处 于 两 种 不 同 的 状态 之 一 ， 这 两 种 状态 分 别 表示 
为 0 和 1。 整个 系统 由 一 个 在 每 n 秒 都 产生 一 个 信号 的 外 部 时 钟 
脉冲 控制 (为 方便 计 ， 我 们 适当 选择 时 间 单 位 以 使 1, 一 1)。 这 个 
言 号 的 作用 在 于 使 触发 器 的 内 部 状态 沿 箭头 方向 依次 移 到 下 一 个 
加 法 器 。 对 于 每 个 时 钟 脉冲 ,第 一 和 第 三 个 触发 器 的 内 存 相 加 , 然 
后 以 流 T 离开 编码 器 。 需要 处 理 的 信息 从 左 端 以 流 1, 进入 编码 
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图 4 
器 ， 注 意 ,第 一 个 触发 器 实际 上 是 多 余 的 ,因为 它 的 作用 仅 是 把 输 
人 人 流 分 为 三 个 方向 。 移 位 寄存 器 的 第 二 、 第 三 个 单元 显示 了 与 组 
码 的 本 质 区 别 ,它们 是 记忆 单元 ,保证 上 一 1 和 z 上 一 2 时 的 输入 信 
号 在 :时刻 仍然 有 效 ,输出 依赖 于 这 三 个 输入 信号 。 在 实际 中 , 往 
往 将 输出 流 T。 和 TZ ERP Pe. Ak, MRR 
以 (0,0,0) 为 初 态 ,寄存 器 的 输入 汶 为 一 个 1, 后 面 的 为 全 0， 则 寄 
存 器 先 变 成 (1,0,0)， 产 生 的 输出 是 (1,1); 然后 是 (0,1,0), 输出 
(0,1); 接 着 是 (0,0,1), 输 出 (1,1); 之 后 回 到 原始 状态 并 输出 一 个 
全 0 流 。 Bi 
描述 这 个 编码 器 动作 的 一 个 有 效 方法 是 图 5 所 给 出 的 状态 
图 . 这 里 第 二 和 第 三 个 触发 器 的 内 容 称 为 寄存 器 的 状态 。 我 们 用 
实 线 连 接 两 个 状态 ， 如 果 寄 存 器 输入 0 可 以 由 一 个 状态 变 为 另 一 
个 状态 。 同 理 ,虚线 对 应 于 输入 1 时 的 关系 、 沿 着 这 些 边 ,我 们 在 
括号 中 标 出 了 7,, Ti 处 的 两 个 输出 。 一 个 输入 流 1, 对 应 着 图 5 
中 那个 图 的 一 条 道路 . 
“这 个 编码 过 程 的 数学 描述 可 如 下 进行 . RNA BY 
形式 短 级 数 1 (xz) iba 十 zx ?十 表示 输入 流 toot stay so. 


RHE, DIARRA Tw) PIT) 表示 在 TT, RAR 
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了 使 时 间 一 致 ， 我 们 让 第 一 个 输入 对 应 于 第 一 个 输出 。 于 是 显然 
T(x) = (1 + x’)/,C%), 
Ti(x)= (1 + x t+ x )l(x). 
因而 T, A T: RIZR aJ A HA 
为 | 

T(x) = Te) + rT’). 
在 我 们 的 例子 中 , 输入 是 
(2) = 1, 输 出 序列 是 

11 01 11 00 00… 


(00) 


BEA 
G(x): 二 1 十 x 十 x 十 x 
+ xi == (1 + (Y) 
+ x(1 + (27) + (r). 


因此 ， 若 定义 IG): =Q’), ‘ee’ 
(01) 
则 . A5 


(11.1.1) T(x) = G(x)I(x). l 
由 于 明显 的 原因 ， 我 们 说 这 个 卷 积 码 的 信息 率 是 Z. 与 通常 一 


样 ， er Tie) 的 集合 。 多 项 式 G(x) 有 


emi PHS, OAMARU ER EOE, 约束 长 度 等 于 
I + degG (x)。 应 该 提醒 读者 的 是 ， 其 他 作者 至 少 使 用 过 另外 两 
种 约束 长 度 的 定义 (其 中 之 一 是 移 位 寄存 器 的 长 度 , 即 在 图 4 中 它 
等 于 3)。 在 我 们 的 例子 中 , 我 们 说 这 个 例子 的 记忆 为 2， 因为 当 
输入 六 时 ,编码 器 必须 利用 前 两 个 输入 才能 产生 输出 ， 

我 们 知道 ， 在 组 码 中 最 重要 的 概念 之 一 是 码 的 极 小 距离 。 对 
干 卷 积 码 而 言 也 有 类 似 的 概念 ， 它 也 在 译 码 研究 中 起 至 关 重要 的 
作用 ， 这 就 是 码 的 自由 距离 ， 它 定义 为 所 有 非 零 输出 序列 的 最 小 
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重量 。 在 上 面 讨论 的 例子 中 , 它 等 于 5, 就 是 C@) 的 重量 ， 
现在 我 们 用 完全 类 似 的 方法 引进 信息 率 为 二 的 卷 积 码 。 设 


有 一 个 以 级 数 1,(x) 给 出 的 信息 符号 序列 ， 又 有 ”个 由 移 位 寄存 
器 输出 的 序列 :Tox) ,Tx)，…-T。1(x), 其 中 每 一 个 序列 THC) 
都 是 由 LO) 乘 以 某 个 多 项 式 G;(x) 得 到 的 。 传 输 序列 TH) = 


1 wiTi(x)， 如 前 ,我 们 定义 | 


w#— 1 


1 Cx):=1(x"), G): = J; G2"), 


则 TC) = G(x)1(x). 

显然 ,无 论 从 哪个 角度 看 ,多 项 式 Gi(x)(: = 0,1, — 1) 
的 选择 决定 了 码 之 性 质 的 好 坏 。 现在 我 们 叙述 一 种 明显 坏 的 情 
形 。 假 定 输入 流 Lo) 包含 无 限 多 个 1， 与 之 相应 的 输出 流 TH) 
仅 有 有 限 多 个 1。 如 果 碰 巧 信道 在 这 些 1 处 发 生 差 错 , 则 所 得 到 
的 全 0 输出 流 ,就 会 使 接收 者 误 认为 是 来 自 输 入 LO) = 0 的. 因 
此 ， 有 限 多 个 信道 差错 导致 了 无 限 多 个 译 码 错 误 ! 这 样 的 码 称 为 


灾变 码 ， 有 一 个 简便 的 方法 保证 信息 率 + 的 卷 积 码 不 是 灾变 码 ， 


这 只 要 使 . 
g. c. d(Go(%), G:C), ° **»Ga-i(*)) = | 
BD ay, 众所周知 ， 这 意味 着 存在 多 项 式 ak) (i = 0,1,..., 


n 一 1) 使 得 ai(x)Gi(x) 一 1。 由 此 可 得 
i=0 | 


Stale) T (x?) = > aj(x")G,(x")I,(x7) = IC), 
即 输入 可 由 输出 来 确定 。 更 进一步 ,T(x) 中 的 有 限 个 差错 不 会 导 
致 译 码 时 发 生 无 限 多 个 错误 ， | 
有 两 种 方法 描述 如 何 推广 到 率 A, A RR, 
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其 输入 流 分 别 为 L), heale), NRA n 个 输出 流 Ts) 
G=—0,1,°--,2—1), XBT) 是 用 所 有 的 移 位 寄存 器 产生 
的 。 我 们 先 采 用 上 面 曾经 使 用 过 的 方法 。 因 此 ,现在 要 有 kn 个 多 
项 式 G; (x) (i = 0,°°°,k — 137 = 0,--°+,2 — 1) FAT FRR. 我 
们 有 


此 一 
T,@) 一 >, G; LC), 


这 时 仅 用 一 个 多 项 式 已 不 能 描述 编码 过 程 了 ， 我 们 更 欣赏 下 述 找 
述 率 < 卷 积 码 的 方法 , 它 把 这 种 卷 积 码 变 成 了 一 个 适当 选择 的 域 
上 的 组 三 
设 多 BE] 的 商 域 , 即 所 有 形 为 
5 ajx' (r€ Z,a;€ Fy) 


jmmr 


的 Laurent 级 数组 成 的 域 。 我 们 把 在 时 刻 上 进入 各 个 移 位 寄存 
器 的 《个 比特 视 为 三 中 的 向 量 。 这 意味 着 输入 序列 被 看 作 A? 
中 的 向 量 ( 象 第 三 章 一 样 ,向量 是 指 行 向 量 )。 现 在 ， 我 们 视 tr 个 
多 项 式 G;;(x) 为 一 个 生成 矩阵 G 的 元 素 ， 当 然 7 个 输出 序列 亦 可 
以 看 作 是 多 "中 的 一 个 元 素 。 这 引出 下 述 的 定义 。 
(11.1.2) 定 义 。 Ekan 的 二 元 卷 积 码 C 是 F" A ki TE 
间 , 它 有 取 自 Pir] 的 一 组 基 。 这 组 基 向 量 就 是 G 的 行 

尽管 这 表明 了 卷 积 码 与 组 码 的 相似 之 处 ， 但 是 利用 .入 AB 
我 们 留 下 了 隐患 ， 并 且 对 G 的 元 素 的 限制 也 是 相当 茄 刻 的 。 实 际 
上 ,所 有 的 信息 都 是 有 限 的 ， 并 且 可 以 假设 当 上 < 0 时 没有 信和 号 
这 告诉 我 们 可 以 不 在 多 中 工作 ,一 切 都 可 以 在 Flx] 中 进行 。 但 
是 ,FLx] 不 是 域 又 会 带 来 别 的 困难 ， 

在 讨论 组 码 时 ,我们 曾经 指出 : 对 一 个 给 定 的 码 , G 有 多 种 不 
同 的 选择 ,其 中 有 些 G 可 以 使 对 C 的 分 析 较 为 容易 。 对 于 着 积 码 ， 
这 种 情况 也 会 出 现 。 关 于 生成 矩阵 这 方面 的 研究 ， 我 们 建议 读者 
参阅 1[231。 这 是 卷 积 码 的 很 少 几 个 数学 分 析 的 例子 之 一 。 
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§11.2 卷 积 码 的 译 码 


在 实际 应 用 中 ， 有 几 种 卷 积 码 的 译 码 算法 。 它 们 或 多 或 少 地 
有 相似 之 处 ,并 且 都 没 用 到 太 深 的 数学 知识 。 事 实 上 ,它们 类 似 于 
组 码 译 码 时 所 用 的 方法 : ”把 接收 字 与 所 有 码 字 进行 简单 的 比较 . 
由 于 卷 积 码 是 无 限 长 的 ,所 以 必须 将 其 截 短 才能 比较 , 即 仅 考虑 接 
收 到 的 前 :个 信息 符号 。 经 过 比较 ， 我 们 就 可 以 确定 (比方 说 ) 第 
一 个 信息 符号 。 然后， 对 随后 的 符号 重复 这 个 过 程 。 我 们 借助 图 
4 和 图 5 的 例子 更 详细 地 叙述 所 谓 的 Viterbi 算法 ， 

假设 接收 到 的 信息 流 是 10 00 01 10 00…。 图 6 标明 了 在 
:一 0, 1, 2, 3 时 的 所 有 可 能 的 状态 ,箭头 表示 图 5 中 的 通路 .图 
6 中 的 虚线 在 下 个 图 中 将 省 略 。 为 了 说 明 这 样 做 的 理由 ， 我 们 假 


定 在 t = 3 时 寄存 器 的 状态 是 00, 进入 这 一 状态 的 一 条 通路 是 对 
应 于 输出 00 00 00 … 的 水 平 线 。 因 此 这 个 假设 意味 着 在 上 一 3 
时 已 出 现 了 两 个 差错 。 另 一 方面 ， 如 果 经 由 10 和 01 进 入 状态 
00, 那 么 就 会 输出 11 01 11， 便 已 出 现 了 三 个 差错 ， 虽 然 我 们 并 
不 知道 寄存 器 是 否 处 于 状态 00, 但 若 果 真如 此 ， 则 水 平 的 那 条 道 
路 就 更 可 能 是 走 过 的 路 线 。 进 一 步 ， 这 条 道路 含有 丙 个 差错 。 我 
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Pe i et Tt rm rr hah ee o o oa n TOT mro o o : : 


们 把 图 6 扩充 成 图 7; 即 包含 “一 4 和 + 一 5， 还 标明 到 达 不 同 状 
态 所 含有 的 差错 个 数 。 

当然 ,也 许可 能 存在 两 条 可 能 性 相同 的 到 达 茶 个 状态 的 道路 ， 
在 这 种 情况 下 、 我 们 选择 其 中 的 一 条 而 放弃 男 一 条 ， 相 应 于 每 个 
时 刻 和 状态 ， 我 们 总 能 列 出 相对 于 上 述 假 设 的 最 有 可 能 的 输出 . 
利用 这 种 方法 ,从 图 7 可 得 下 述 的 输出 序列 表 : 


00 00 00 | 00 00 00 00 


00 00 00 00 00 


00 11 01 1} 10 01 10 00 00 11 10 10 


00 00 00 11 11 10 02 10 00 


00 00 12 


00 00 11 10 01 


11 £0 01 


00 00 11 10 


显然 ， 当 :一 5 时， 按照 极 大 似 然 判别 法 ， 寄 存 器 的 状态 为 
10， 这 时 共 出 现 两 个 差错 ,输出 是 11 10 01 10 00， 衫 应 的 输入 
可 从 图 7 找到 。 最 简便 的 方法 是 在 每 条 边 上 标 出 与 其 对 应 的 输入 
符号 ， 我 们 留 给 读者 去 寻找 在 截 自 部 分 之 后 继续 做 下 去 的 方法 . 
显然 ， 我 们 遇 到 了 计算 时 间 与 内 存 的 问题 ， 在 数学 上 更 有 意义 的 
问题 是 计算 子 序列 判决 译 码 时 一 次 误 判 所 产生 的 影响 ， 以 及 确定 
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RAD A 由 距离 对 详 码 精度 的 影响 , 关于 这 些 问 题 的 详细 讨论 ， 请 
读者 参阅 551]。 


§ 11.3 ”一些 卷 积 码 的 Gilbert R 


我 们 考虑 一 类 特殊 的 率 /n 卷 积 码 ， 即 定义 如 下 的 码 。 取 用 
个 输入 序列 1(x),"… ,1i_1(x) ,构造 
| 
Ilx): = > x'I;(x"), 


=0 


这 就是 说 信息 比特 的 每 一 个 TABU” 一 个 堆 结 尼 。 取 一 个 
生成 多 项 式 G(x) 并 由 TCx) 一 G(x)1(x) 定义 输出 。 这 相当 于 
特殊 地 选择 前 述 率 k/n 码 中 的 多 项 式 GiG). 如 前 ， 我 们 定义 
约束 长 度 为 1? 十 1 一 1 十 degG(s)， 并 且 只 考虑 1 二 1< mn 的 
. 码 ， 其 中 普 是 取 定 的 。 我 们 的 兴趣 在 于 这 类 码 的 自由 距离 4/。 显 
Rod SI 十 1， 通 过 移动 时 间 尺 度 , 我 们 在 研究 编码 过 程 时 可 以 
限制 i 一 一 G(0) 一 1。 对 于 输出 序列 的 每 一 个 初始 mx 元 组 
1 一 0p"… stmn-! 和 每 一 个 初始 nk TOM L = fay dtte Emka 
恰好 存在 一 个 次 数 < mn 的 多 项 式 G(x)， 使 得 这 些 初始 序列 与 
T(x) 一 GI) 一 致 。 我 们 想 要 排除 那些 使 TO) 的 重量 <a 


4—23; mn 一 1 
的 所 有 初始 序列 。 这 意味 着 我 们 至 多 排除 mes ( Vs 
满足 G(0) 一 1 的 多 项 式 于 生成 元 之 外 。 因 此 , 当 
amr x" "\< gmna 


isp 


时 ， 可 以 找到 多 项 式 G(x)， 它 至 少 满足 所 要 求 的 自由 距离 。 KW 
d= Amn, ic R: =Å] n, HEW 1.4.5(i)。 取 对 数 得 


1 4 /mn 
-—- log >( )<HW <1—R, 
mn i= t i 


只 要 
<c H (1 — R). 
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这 里 4 是 自由 距离 与 约束 长 度 之 商 。 这 个 界 可 与 定理 5.1.9 相 比 
较 。 


$ 11.4 ”由 循环 组 码 构造 卷 积 码 


因为 人 们 对 组 码 了 解 得 更 多 一 些 ,所 以 ,很 自然 地 有 许多 作者 
利用 好 的 组 码 去 构造 具有 所 需 性 质 的 卷 积 码 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 
介绍 一 种 已 发 展 了 的 方法 。 

我 们 采用 $ 4.5 的 记号 . 
(11.4.1) 引 理 . 设 4 一 2°,p(w)€ Folx],c€ FaA\{0},n > 0,N > 0, 
则 

WPa — oN) > w(x — eJ") + w(P(#) modla" — €)), 
证 明 ， 记 P(x) DS xw'0i(x"), 则 由 定理 4.5.2, 有 


n- | 


wP ENa — c)n) = SS wO 一 c)w) 


‘=O 


> 5 MOE) (=) 


= w((e— e) -wh > Qi(e)*’) 


= w( (x — ¢)%) - w(P(@)mod(x” — ¢)). O 
注 记 。 对 于 任意 域 Fs, 不 难 证 明定 理 11.4.1, 
(11.4. es 设 g(x) 是 F, ERY n, BES 9 ds 的 循环 码 


++ ses *s % O9 
| «¢ se O op o @ $% 
e > o ùe o ù p > ©% o o o @& @ 


的 ， ee dj > O BERET oe 
证 明 . 


G) 记 G(x) 一 2G, (x™)), 如 果 象 § 11.1 那样 ,考虑 相 
l j= 


对 于 多 项 式 Gale), tts Gima 的 卷 积 码 的 表示 ， 那 么 对 这 些 
多 项 式 的 任何 一 个 不 可 约 公 因子 Ala), A a) 都 能 整除 G(x). 但 
由 于 # ERR, 并且 eG) |x" 一 1, 所 以 那 是 不 可 能 的 。 故 码 是 非 
灾变 的 . 

Gi) 考察 信息 序列 1,(x)， A T(x) = G) Q”) 一 Gt) 
Cfo(x™))?, Att . 

T(x) = PC) (8) 0 PAG) Y”, 

其 中 i>0, 120, p(x) #0, B P(x) KER ew) 或 h(x) 整除 . 
由 考虑 两 种 情形 : 

(a) Ri Sia 

T(x) = p(x) (gx) Dr? — 1), 

由 引 理 11.4.1, 有 

w(T(x)) > w((x” — 1)”) 

- wP (£02) YOOPH mod(x" — 1)) >d 

这 是 因为 第 二 项 对 应 于 g(x) 生成 的 循环 码 的 一 个 码 字 ， 

(b) ii< 7, 则 有 | 

TC) = P(e) (AC) POP (et — 17), 
由 
| w(x" — 1P) > 2, 

引 理 11.4.1 保证 了 w(T(x)) > 2d,, 口 

在 考察 这 方面 的 更 多 的 例子 之 前 ， 先 讨论 关于 自由 距离 的 一 
个 界 。 考虑 上 的 以 GO) 一 > x'G,(x") HERS MAN 
1/n 卷 积 码 ， 设 

Li=n(1 + max{degG; (DIS iS n 1). 
( 某 些 作者 称 这 个 工 为 约束 长 度 )。 显 然 ， 
d SL. 

这 个 平凡 的 界 确实 相似 于 组 码 的 Singleton R: dSn ktl, 
现在 我 们 介绍 一 个 属于 J. Justesen 的 达到 这 个 界 的 卷 积 码 构 造 
法 ([38])。 首 先 ,我 们 证 明 这 种 情形 的 一 个 工 的 分 ， 


G4" 


Ee i a RRO Nw a 


(11.4.3) 引 理 ， 如 果 Fs 上 的 一 个 卷 积 码 率 为 1/# 且 满足 dj 一 L, 
则 L< nq, 

证 明 。 如 果 d = L WEA Gi(x) 的 重量 都 是 工 /”。 RNS 
虑 输入 序列 LG) 一 1 十 ax， 这 里 “ 跑 遍 FAN{t0}, 并 确定 相应 的 
编码 序列 的 平均 重量 w。 我 们 得 到 


分 一 1 


w = (q —1)` > 5S w(G;Cx)(1 + ax)) 


a€\F MO i=0 
一 (9 一 Do 204 —1) + (三 一 1)(4 — 2)}, 


H aL, yA L< nq, = 


利用 类 似 于 定理 11.4.2 的 方法 ,我 们 给 出 一 个 满足 4 一 工 的 
卷 积 码 的 简单 例子 ， 


(11.4.4) 例 。 设 4。 是 的 一 个 本 原 元 。 Mi 8&1(x): 二 x 十 ax 十 
1,82(%): 一 x 十 ox 十 1, 则 (xs; 一 1) 一 (x —1)a@e@), # 
H g(x),82(x) BHR. 考虑 由 多 项 式 
G(x):—gi(x) + rg’) 
生成 的 上 的 率 1/2 卷 积 码 C, 
这 个 码 是 非 灾 变 的 。 我 们 把 信息 序列 表 为 
L) = L(x) (2? — 1)™, 
这 里 入 达到 最 大 。 由 引 理 11.4.1, 我们 有 | 
w(T(«*)) = w(8:(#)1.C)) + w(g,(%)1,(%)) 
> w((x — 1)") + {w(g(x)Io(x)mod(x’ — 1)) 
十 w(82(%)1,(¢)mod(x? 一 1))}. 
现在 ,如 果 10(x) 既 不 是 (De 的 倍 式 ,也 不 是 (x 一 1)gs(x) 
的 倍 式 ， 那 么 BCH 界 表明 右 端 第 二 个 因子 中 的 两 项 都 之 3。 A 
方面 ,如 果 La) 是 (x 一 De® 的 倍 式 , 那 么 右 端 第 二 个 因子 中 
的 两 项 都 是 正 偶数 (因为 有 因子 (x 一 1))。 如 果 其 中 的 第 二 项 是 
2 ,那么 再 利用 BCH 界 便 知 第 一 项 至 少 为 4, 因此 C 的 自由 距离 至 
YA6 WNXAL=6, KA GJEL, 
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Ske SEE 11.4.2 后 面 的 思想 ,以 便 构造 F, 上 的 率 LR 
们 考虑 形 如 
gi(e)i= (2 — a” )(x 一 opt (x — a” ti) 
的 多 项 式 ,其 中 o 是 F, 的 一 个 本 原 元 ， 我 们 选取 a(x). a(x) 为 
|+ a | 次 的 且 无 公共 零点 ， 则 Ge): 二 g(x) + ree) 生成 F。 
上 的 一 个 非 灾变 卷 积 码 C。 以 g(x) Ml a(x) 为 生成 元 的 两 个 特 
环 码 都 具有 之 1 十 |+ 9 | 一 :4 的 极 小 虐 离 。 假 设 这 两 个 码 的 校 
验 多 项 式 为 有 (x) 和 为 (x), 则 C 的 信息 序列 可 以 表 为 
T(x) = (x97! 1) CRC ne) YP A), 


其 中 p(x) 不 是 有 (x)，h(x) WH, Hs me HS. 首先 假设 
“一 上 一 0。 由 引 理 11.4.1, 我 们 有 


w( Tx)) = wg Cx) LEY) + wla) ) 
> Dw (x — 1) )w(e x) gC) mod(x7™ — 1)) 
| > 2d, 
WE s 二 0, 则 类 似 地 可 得 
w(T(*)) = w(x — 1Y (h, (x))*g,(2)PC#)) 
+ w( (x — 1) (h Cx) Ygl) px)) 
> w(x 一 Ly?) wP (xe) (hx)) moda 
—1)) + we — iY wP@)A@) ) g(x) 
。 mod( x47? — 1)) 
1 1 加 
>2+ (a — |+4|)>2+ 24a |= 2a. 


由 码 的 构造 ,我 们 知道 工 一 2(1 + [Lo [JEt a= L. 这 些 


例子 表明 ,这 是 一 个 构造 卷 积 码 的 好 方法 , 它 可 以 推广 到 率 1/7 的 
情形 。 具 体 细 布 可 参阅 [38]。 
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$ 11.5” 卷 积 码 的 自 同 构 


我 们 已 经 看 到 (比如 在 介绍 循环 码 的 一 章 中 ) 要 求 一 个 码 在 某 
个 置换 群 下 不 变 能 产生 有 意义 的 进展 : ”不仅 引进 了 许多 代数 方 
法 ,而 且 发 现 了 若干 好 码 。 因 此 ,试图 用 类 似 的 方法 研究 卷 积 码 也 
十 分 自然 。 我 们 将 粗略 地 讨论 一 些 这 方面 的 思想 ， 并 定义 循环 卷 
积 码 。 尽管 我 们 不 打算 涉及 许多 细节 ， 仍 希望 这 些 讨论 足以 使 读 
者 决定 他 对 这 个 领域 是 否 有 兴趣 。 建 议 有 兴趣 的 读者 去 查阅 Ph. 
Piret 的 工作 ([59], [55])。 C. Roos 重新 研究 过 这 一 工作 [591]. 
这 些 思想 引出 了 一 些 好 码 , 这 些 都 是 值得 进一步 研究 的 。 

我 们 考虑 由 (11.1.1) 定 义 的 一 个 卷 积 码 。 MARAE 一 个 
码 同时 对 x! 的 系数 a; 作 循 环 移 位 仍 保 持 不 变 ， 这 里 aE 
F 一 一 是 循环 的 ,那么 我 们 不 会 得 到 任何 有 意义 的 东西 。 事 实 上 ， 
这 种 码 就 是 简单 的 组 码 。 这 表明 ， 找 一 个 合理 的 方法 定义 自 同 构 
并 不 容易 。 我 们 的 做 法 如 下 :” 设 天 是 作用 在 下 上 的 一 个 置换 
群 。 考虑 K*， 即 所 有 映射 p: Z 一 KK 组 成 的 集合 , 通过 定义 

PiPr(n) = pi(n) p(n) 

可 以 使 它 成 为 一 个 群 。 用 ps 表示 p(w)， 注 意 p,€ 天 。 于 是 我 们 
定义 9 在 多 "上 的 作用 为 
(11.5.1) p (> ajz’): = >; pla, x’, 


¿2r 


(11.5.2) 定 义 . 设 C 是 一 个 卷 积 码 , 则 K 中 有 所 有 满足 条 件 p(C)= 
C 的 ?组 成 的 集合 叫做 的 自 同 构 群 ， 

由 卷 积 码 的 定义 ,显然 ,用 x 乘 码 C 保持 其 不 变 。 因 此 ， 如 果 
9 是 C 的 一 个 自 同 构 ， 则 p= gpr 也 是 C 的 自 同 构 。 进一步， 
如 果 我 们 仅 考 虑 在 一 个 固定 位 置 上 的 作用 , 比如 说 p WATA 
就 可 以 得 到 fF? 上 的 一 个 置换 群 , 它 是 C 的 自 同 构 群 在 第 i 个 坐标 
上 的 投影 。 由 我 们 前 面 的 注 记 以 及 via) = pinla) 这 一 事 
实 。 我 们 看 到 所 有 的 投影 都 是 相同 的 群 。 所 以 很 自然 地 希望 找到 
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投影 是 循环 群 的 码 。 为 此 ,我 们 要 利用 研究 组 码 的 代数 方法 .引进 
变量 子 ,并 且 视 F? 为 [zx]mod(z? 一 1)。 设 是 一 个 整数 ,满足 
(x,n) 一 1。 又 设 EF 的 一 个 自 同 构 ,定义 为 o:1(z) 一 f(z"). 


' 针 "的 元 素 可 以 表 为 > wx” 其 中 = ai(z) 是 次 数 < = 的 多 项 


式 GEZ) 在 多 "中 用 显然 的 方法 定义 加 法 ,乘法 ( 记 为 六 ) 定 义 
为 


(11.5.3) Darik Dbi =N >) i labi, 
i E i j 


假定 我 们 取 左 边 的 因子 为 z H a =z, a= 0, 140), NH 
(11.5.3) 


(11.5.4) zx D, b 一 Dy Gba’ 


BD xi 的 系数 b 循环 移动 了 (mode) 个 位 置 。 上 述 定义 的 要 后 
是 : (Ft, k) 是 一 个 代数 。 记 之 为 ln). 
(11.5.5) 定 义 。 一 个 循环 卷 积 码 〈 记 为 CCC) 是 代数 (|, x) 的 
一 个 左 理想 , 它 有 一 组 由 多 项 式 组 成 的 基 。 

显然 ,由 (11.5.4) ;现在 我 们 的 确 找 到 了 这 样 一 种 码 , 它 的 目 同 
构 群 在 任 一 坐标 上 的 投影 都 是 循环 群 。 与 平凡 情形 的 差别 在 于 对 
每 个 位 置 的 循环 移 位 不 是 一 样 的 。 我 们 举例 说 明 有 一 类 非 平 凡 的 
对 象 值得 研究 。 令 


(11.5.6) 
1 1 1 1 1 1 1 
1 十 2 1 1 x 1 x x 
G= 0 1 i+e 1 x 1 十 xz x |? 
0 x 1 1 十 xY 1 工 十 x x 1 


由 G 来 定义 一 个 率 二 的 单 记忆 2 TEP, LE Fle] x 


mod(z?7— 1), W FP —~lLS=CUta(le2e+ 2) + 2’ + 2°) 
= m,(z)m,(z)m3(z) AIG 3 AKUN 
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mMM 0 


2 
Hor, Ho 
(11.5.7) C 一 
| 2mm; z ‘mam, 
2 一 一 
z’ Mm, z mm, 


我 们 断言 : G 是 (7—1) 中 的 一 个 CCC 的 生成 矩阵 。 因为 
r= 一 1, 由 (11.5.4) 我 们 有 


(11.5.8) z% >> Cixi = >> (26%; )x!, 


为 了 证 明 这 个 码 是 CCC, RS RBS (1000) G, (0100) G, 
(0010)G,(0001)G ,在 它们 左边 车 以 z, 然后 证 明 这 些 乘积 仍 在 码 
内 。 利 用 形 (11.5.7),(11.5.8), 前 三 个 都 是 明显 的 。 例 如 
zx (0100)G = z% (mm, 十 mmx) 
一 zmoms + 2 mmx = (0010)G, 
此 外 
zx (0001)G = zx (22mm; + z°mmx) 
= z mm, + 2 mimx 
= (f 十 z)mym, + (1 + 2°)mimx 
= (0110)G. 
Pire 理论 的 要 点 是 要 证 明 : ”一 个 CCC 总 有 一 个 类 似 于 (11.5.7) 
的 形式 简单 的 生成 气 阵 ， 这 使 我 们 有 可 能 用 相对 容易 些 的 办 法 构 
造 一 些 例子 ,以 研究 它们 的 性 质 ,比如 它们 的 自由 距离 ， 


$11.6 iF 注 


卷 积 码 是 P. Elias 在 1955 年 引进 的 ([20])。 关 于 卷 积 码 是 
在 比 组 码 “ 更 好 ”的 争论 也 不 少 。 尽 管 缺 乏 深入 的 数学 理论 ， 但 卷 
积 码 在 实际 应 用 上 却 是 很 成 功 的 。 这 些 码 有 许多 几乎 是 随机 选取 
的 ， 为 了 进行 一 次 外 层 空间 的 卫星 计划 (I[1]), 人 和 人们 提出 了 将 组 码 
和 卷 积 码 相 结合 的 设想 。 具 体 地 说 ,是 取 一 个 信息 流 , 将 其 分 成 长 
为 12 比特 的 组 ,再 将 这 些 组 用 扩充 的 ([24,12]) Golay 码 进行 纺 
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但 ,所 得 的 信号 流 就 作为 卷 积 码 编码 融 的 输入 。 这 与 $ 9.2 中 的 级 
联 码 的 思想 是 一 致 的 ， 

关于 拟 循 环 组 码 与 卷 积 码 的 联系 ， 建议 读者 去 阅读 G. Solo- 
mon 和 H. C. A. van. Tiborg 的 论文 [66]。 他 们 证 明了 Golay © 
码 可 以 按 卷 积 方式 进行 编码 和 译 码 。 

在 $3.2 中 ,我 们 已 经 看 到 ,在 组 码 的 译 码 过 程 中 ,估计 差错 模 
式 不 依赖 于 所 传送 的 字 。 其 思想 是 引 人 校 验 子 ( 见 (3.2.6))。 辣 样 
的 思想 已 成 功 地 应 用 于 卷 积 码 。 关 于 这 一 方法 的 更 多 的 讨论 ， 可 
参阅 J. P. M. Schalkwijk, A. J. Vinck 和 K. A. Post 的 论文 
[160]。 有 关 卷 积 码 译 码 出 错 的 概率 的 一 些 结果 ,可 以 在 [51,$ 9.3] 
中 找到 。 


§117 [A] 题 


11.7.1. 假设 在 图 4 中 去 掉 第 三 个 触发 器 与 T, 的 加 法 间 的 连 线 ， 
证 明 所 得 的 是 实 变 码 . 

11.7.2， 设 8(x) 是 一 个 极 小 距离 为 4 的 循环 码 的 生成 多 项 式 。 象 
$ 11.1 中 那样 , 取 两 个 多 项 式 Gl) 和 Gi(x), 生 成 一 个 率 


= 卷 积 码 ， 如 果 这 两 个 多 项 式 满足 g(x) 一 Gl) + 


xG.(x?), 那 么 由 (11.1.1), 所 有 的 编码 序列 都 是 g(x) 的 倍 
式 。 举 一 个 例子 ,使 其 自由 距离 小 于 4。 构造 如 图 4 的 编 
码 器 检验 所 得 的 结 条 ， 

11.7.3. 确定 由 (11.5.7) 给 出 的 CCC 的 自由 距离 。 
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问题 的 提示 与 解答 
第 二 章 | 


N iN 
2.4.1. ) qtpN tk < (pq)%? > ) 


Pa ( k qk <N/2 \ k 
= 28-!(pg)w2 < (0.07)%, 
2.4.2 有 64 种 可 能 的 差错 模式 。 我 们 知道 其 中 的 8 个 在 译 码 
后 产生 3 个 正确 的 信息 符号 .为 了 分 析 其 余 的 差错 模式 ,应 该 明确 
指出 只 有 4 个 本 质 上 不 同 的 3 元 组 Gois). 考虑 其 可 能 性 之 
一 ， 比 如 说 Css sa s) = (1, 1, 0). 这 可 由 差错 模式 (101011)， 
(011101),(110000),(010011),(100101),(000110), (111110) 得 
到 ， 也 可 由 (001000) 得 到 ， 这 是 可 能 性 最 大 的 一 个 。 我 们 的 判别 
是 假设 。 一 1, 这 样 ， 就 得 到 产生 两 个 正确 信息 符号 的 概率 是 
pig 十 2714?， 产 生 一 个 正确 信息 符号 的 概率 是 ?229 十 Pa. AA 
样 的 方法 分 析 其 它 情形 ,我 们 发 现 信息 符号 被 译 错 的 概率 为 
= (22j294 + 36P P + 24p'q? + 12p’g + 2P*) 


= = (22p? — 52 + 48p* — 16p5). 


在 我 们 的 例子 中 ,这 个 值 等 于 0.000007, 而 不 进行 编码 时 为 0.001. 

2.4.3. 取 具 有 下 述 形式 的 所 有 7 元 组 作为 码 字 : 

(aiyciiydiyd + ass a t a334, + a234, + a, + as), 

在 上 一 问题 中 码 的 8 个 码 字 上 附加 一 个 符号 就 可 以 得 到 这 个 码 ， 
这 个 附加 符号 是 码 字 前 6 个 符号 之 和 。 这 使 得 任何 两 个 不 同 的 码 
字 在 偶数 个 位 置 上 相 异 。 BD d(x,y》) 之 4, 只 要 xy 互 弄 。 

对 差错 模式 的 分 析 , 与 $2.1 的 讨论 类 似 。 对 于 Cer, ezte 
ey) ,我 们 有 : 
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e be, bt eg =H, 
e, Fe, + es = 59, 
e, H eg + es = 53, 
€y t+ e + e + ey = 5%, 
lamas) 共有 16 种 可 能 ,其 中 的 8 个 可 以 解释 为 由 一 个 无 错 或 
1- 错 的 差错 模式 产生 。 对 于 其 余部 分 中 的 7 个 ， 每 一 个 可 以 解释 
为 用 三 个 不 同 的 含 两 个 错 的 差错 模式 产生 ,例如 (5, 5 S33 4) 一 
(1,1,0,0) 所 对 应 的 (er, €25°-°, e7) 是 (0010001), (1100000), 
(0001100)。(1,1,1,0) 的 最 有 可 能 的 解释 是 出 现 了 三 个 差错 。 因 
此 ,正确 的 译 码 概率 为 | 
7 +79p + 7gp + OP, 
大 约 为 1—140?, BX SHALE o>, ReES 
信息 率 更 小 。 
2.4.4. 对 于 重复 符号 的 码 ， 正 确 接 收 一 个 重复 符号 的 概率 为 
1 一 六 。 因 此 ,长 为 6、 码 字 为 《41， a2, a3, 4, a2, a3) 的 码 , 其 正确 
接收 的 概率 为 《1 一 如) 一 .0.97， 问题 2.4.2 中 的 码 具有 性 质 : 任 
何 两 个 码 字 在 三 个 位 置 上 不 同 。 所 以 两 次 删除 不 致 于 造成 损害 . 
事实 上 ,对 所 有 可 能 的 具有 三 个 删除 的 删除 模式 的 分 析 表 明 , 其 中 
有 16 种 情形 亦 无 损害 。 这 就 是 说 ,正确 接收 的 概率 为 
(1— p= (1+ 3p + 6P + 6p?) = 0.996, 
考虑 到 两 个 码 非常 相似 这 样 一 个 事实 ,所 以 这 是 一 个 显著 的 改进 。 


”第 三 章 


3.7.1. 由 (3.1.6) 我 们 有 D| ) 一 21, ARNERI INA 


程 约 简 为 (2 + 1)(n? — n + 6) = 3.2, BD 

(n+ 1){(n + 1)? — 3(n + 1) + 8} = 3.2!*!, 
nm 十 1 能 被 16 整除 ， 则 左边 的 第 二 个 因子 能 被 8 而 不 能 被 
(6 整除 ， 即 该 因子 为 8 或 24。 矛盾 。 A, 2 +1 24 的 因子 . 
Hn 之 7, 我 们 看 到 只 能 2 一 7,11 或 23。 但 是 > 一 11 不 满足 方 
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E. 对， 一 7， 码 M = {01 就 是 一 个 例子 。 a= 23 的 情形 见 
§ 4.2, 

3.7.2. HE CEC ,w(e) < n — k, Wile ® 个 位 置 的 坐标 为 0, 
因为 C 关 于 这 《个 位 置 是 系统 的 ,所 以 c 一 0. Ait, d >n k. 
给 定 * 个 位 置 , 则 有 一 些 码 字 在 这 《个 位 置 中 的 《一 1 个 为 零 , 即 
dp 一 十 1。 为 了 与 $3.2 中 所 给 的 可 分 定义 一 致 ， 称 一 个 
[nkan — k +1] WORKERS] (MDS 码 ). 

3.7.3. 因为 CCC+, 所 以 每 个 ce€ C, 都 有 (cey 一 0 的 性 质 . 
即 w(e) 是 偶数 ， 因 此 《〈e,1》 一 0。 然而 由 于 字 长 为 奇数 ， 所 以 
《1,1) 二 1, 故 可 将 C 中 所 有 码 字 都 加 上 1 而 得 到 CC. 

3.7.4. | B(x)| 一 1 十 6 一 7. 因为 71C1 = 63 一 24, 我 们 可 
以 认为 存在 这 样 的 码 C。 但 是 如 果 这 样 的 c 存在 ， 那 么 根据 鸽 短 
原理 , C 中 码 字 的 某 些 6 元 组 在 最 后 两 个 位 置 上 符号 相同 .去 掉 这 
些 相同 符号 得 到 一 个 2 元 码 C， 它 有 3 个 码 字 , 字 长 为 4, 极 小 距 
离 为 3。 不 和 失 一 般 性 ， 假 定 其 中 之 一 是 0, 则 其 余 两 个 码 字 的 重量 
宇 3, 因 此 二 者 的 距离 筷 2。 矛 盾 , 

3.7.5. 由 初等 线性 代数 ,对 每 个 i 都 可 以 找到 C 的 一 组 基 ， 使 
其 中 的 一 1 个 基 向 量 在 第 i 个 位 置 是 0, 而 余下 的 那个 基 向 量 在 

i 处 为 1。 因 此 , 恰 有 at SESE i MiB. 

3.7.6. C 的 偶 重 量子 码 可 由 C 的 奇偶 校 验 阵 汪 上 行 同 量 1 确 
定 . 这 使 码 C 的 维 数 减 少 1. 

3.7.7. 对 ee C ,由 生成 矩阵 可 得 

c 十 ci 二 cmc 十 ci 十 ce 一 cl 十 c 十 c 十 cc 十 所 一 0. 
Ri STE rest 
| (51552553) = (e te, tes, e, + es tes, 
e+ e, + e3 + eg +e), 

分 别 为 (0,0,0),(0,0,1),(1,0,1)。 因 此 (a) 是 一 个 码 字 ;由 极 大 
似 然 译 码 方 法 ,(b) 在 第 7 个 位 置 有 一 个 错 ;(c) 在 位 置 1 有 一 个 错 
或 在 位 置 2 有 一 个 错 ,我 们 可 取 定 其 中 之 一 。 

3.7.8. (i) 如 果 p = 1(mod4), 则 存在 a€ Fp, E a’ 一 一 1. 因 
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此 ;G = (Lal) 是 所 求 码 的 生成 定 阵 。 

(ii) 如果 p = 3(mod4)， 由 于 F, 的 元 素 不 都 是 平方 元 , 改 有 
s 为 平方 元 (比如 a 王 PF), 而 oc 十 1 个 是 平方 元 , 即 cx 十 1 一 一 
7, TE P+’ = 一 1, 则 


1 0 0 0 B r 0 0 
0 1 0 0 —r 8 0 o0, 
G= 0 0 1 0 00 8 7 
0 0 0 i 0 0 一 YY £ 
BN 26 Br ok. 
Gi) Ap 一 2, 请 看 (3.3.3). | 
3.7.9. R= Prk lrk], 当 k oo. 
n 2 一 1 


3.7.10. G) 设 (Ao, Ais ++ +> Ans Ann) 是 C 的 重量 分 布 , 则 
Anam 0 B dg dna t dae 因为 


>A = 一 > {A (z) + 4( 一 z)} 
以 及 
EA = > {4(2) — A(—z)}; 


我 们 有 
Ale) 一 = {(1 + 2)A(z) + (1 — z)A(—2)}. 


Gi) h G) 及 (3.5.2)， 我 们 可 以 求 出 长 为 zz 十 1 = 24 的 扩 
充 Hamming 码 的 重量 计数 子 为 

i CG +2) + G2)" _ 7 — 92 )(et02 

: | tA } tl 
现在 应 用 定理 3.5.3 ,对偶 码 的 重量 计数 子 为 1 十 nA 2 
即 除 了 0 和 1 之 外 ， 该 码 的 码 字 重量 都 是 2 . | 

3.7.11 差错 模式 是 一 个 非 零 码 字 ce。 MR w (e) 一 ;1， 则 这 
个 差错 模式 出 现 的 概率 为 Pa 一 加" 一。 因此 ， 一 个 差错 未 被 检 
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出 的 概率 为 〈1 — Pp) —1 Aea 一 Pp))). 
3.7.12. GG = 1,2) 是 Ci 的 标准 形式 的 生成 矩阵 。 定 义 
AVE RAUSISk, LSÍ <k) WTF: 除 第 i 行 外 ，4;; 的 前 
纪行 是 090, 而 第 i 行 等 于 G, 的 第 7 行 。 类 似 地 选取 前 心 列 ， 其 第 
i 列 是 G 的 第 i 行 的 转 置 。 易 见 这 唯一 决定 了 BTR 4AP. 
A, 是 绝 的 ,个 线性 无 关 元 素 ， 它 们 生成 一 个 码 C.。 WHR 
AE (C 有 一 个 非 零 行 , 那 么 它 的 重量 4B) 4 至 少 有 4 个 列 的 重 … 
Bd, TH, C 的 极 小 距离 ta, 事实 上 等 号 成 立 
3.7.13. 在 位 置 1, 9 和 10 处 的 子 码 是 重复 码 ， 它 是 完全 的 1- 
纠 错 码 。 在 其 余 7 个 位 置 上 的 子 码 是 ([7,4]) Hamming 码 , 也 是 
完全 码 ， 因 此 ， 我 们 有 唯一 的 方式 去 纠正 发 生 在 这 两 个 位 置 子 集 
之 一 中 的 至 多 一 个 差错 。5C 的 极 小 距离 为 3, 覆盖 半径 为 2。 
3.7.14. G) 考虑 断 语 4 一 “在 2* 个 选择 之 后 ， 我 们 得 到 一 
个 线性 码 。 并 且 对 i 二 《, 当 2’ 步 之 后 码 字 长 度 增加 .” 当 《二 1 
时 , 断 语 为 真 。 假 设 对 某 个 《, 4 为 真 , 而 选择 的 码 字 表 如 下 : 
C€ = 00---00---0 
Ag: 
Ck- = X x...10..-.0 


Gt = 米 炒 -..…… 米 11...1 
Be: | 


eti = xk... xll.--l 

其 中 B 组 的 字 是 将 ok- 加 到 4 组 的 字 上 而 得 到 的 ， 如 果 ex 51 B 
中 的 字 有 同样 的 长 度 , 由 于 按 字典 序 ext 是 较 大 者 ,cx 就 必 有 形式 
ct- 十 xz, 其 中 x 在 后 面 的 位 置 上 为 0。 然 而 ,4d 二 dleek- +x, 
e&t- + c) = d(x,e;), Hh 0<i << 2t", 这 表明 应 选择 x ih 
KE, FA. Ak, ERIE ex 时 ， 长度 增 加 。 现 在 假 
定 已 经 证 明 ety; 一 et 二 e0 委 1 一 三 (这 对 于 守 一 0 为 真 ) 我 
们 就 有 dle + cj ot + e) = dej, c) >d, d(ek + ciy c) 


1) MS bid ai 为 G1 的 第 i 行 ,bj 为 G 的 第 1 TON Au 一 aib， 并 且 ， 原 
书 该 题解 有 误 ， 一 译 者 注 | 
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= d(est,c; + c) > 4d, 这 由 于 线性 的 假设 告诉 我 们 ,有 某 个 b 
cj 十 ci 一 c,。 于 是 ,说 明 cx 十 cj 是 ck; E 的 一 个 可 能 的 选择 i 
难 之 处 在 于 证 明 这 是 一 个 最 小 选择 ， 相 反 ， 假 设 应 当选 择 ex + 
x, Hh exk 十 rset 十 ej (我 们 用 一 表示 字典 序 )。 由 归纳 假 
设 ,x 盖 cj。 这 些 不 等 式 表明 cxe 具有 形式 

C; = * -ee k Oaya,---a,00--+0 

xX = *---%* lag» -a,00---0 

Ok = keek lk koeee 。。。。。 xli o. 
ext 十 开 是 容许 选择 的 假设 意味 着 (再 一 次 利用 线性 性 ) 

dlet + x,¢ +e) >d, W0a1i< 2k, 

即 | 
dlet + x+ ee) d, H Oi 24, 
但 是 ，ex + x 十 cek, 即 ea 的 选择 不 是 最 小 的 ， FM. ris 
4 由 归纳 污 证明 完毕 ， 

(i) MEZE d= 3 的 情形 。 设 n4 是 2 个 向 量 选 择 之 后 的 
码 长 ， 则 一 3, 设 C4 是 第 2* 次 选择 后 的 线性 码 。 如 果 Ci 不 
是 完全 的 ,那么 存在 长 为 nx 的 向 量 x, CEC, 的 每 个 码 字 的 距离 
>2, Aut (x,1) 是 ex 的 一 个 可 能 的 选择 ， 这 告诉 我 们 n 一 
n til, 另 一 方面 ,如 果 C 是 完全 的 ， 那 么 显然 na =n t2, 
日 ek = (100.--011). ig Ba 一 “长 度 n=? tii k= 
a 十 i 十 1 Hisi< 2” 由 上 述 讨论 及 归纳 法 即 可 得 到 。 Ba 中 
提 到 的 每 一 个 序列 最 终 的 码 必定 是 Hamming 码 ， 


4.7.1. 由 (4.5.6), Bm) Wem +l, Meso 个 
长 为 n= 2" 的 码 字 。 由 定理 4.5.9,AG(m,2) 的 22” 一 1) 个 
超 平面 中 的 任何 一 个 都 导出 A,m) 的 一 个 码 字 ， 即 除 0,1 外 
的 每 个 码 字 都 是 一 个 超 平面 的 特征 函数 。 取 0 和 相应 于 通过 原 操 
的 起 平面 的 码 字 ,在 这 些 码 字 中 用 一 1 代替 1， 因为 任意 网 个 起 下 
面相 交 于 277 个 点 ， 故 # 个 向 量 是 两 两 正 交 的 ， 
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4.7.2. 因为 码 是 完全 的 , 所 以 FY 中 的 每 个 重 为 3 的 字 都 与 一 
个 重 为 5 的 码 字 距 离 为 2。 因此， 


© AAN 7 5 
A, = a /G) 5 132, 
| 


用 B(x) 表示 相对 于 开 的 5- 集 ， 设 x,y MER SMBS, ve 
{x, 2x}, WR |B(x) 门 B(y)| > 3, 那么 w(x + yy) + wl2x + 
y)<8 这 是 不 可 能 的 ,因为 x 十 yy 和 2x 二 y 都 是 码 字 。 故 66 
sa 5S Wyo j 

个 集 B(x) BET 66 ， C)- (+ 4- 子 集 , 即 全 部 4- 子 集 。 

4.7.3. 由 定理 1.3.8, 4 的 任意 两 行 之 间 的 距离 为 6， 并 且 经 过 
符号 的 置换 之 后 它们 是 (111,111,000,00) 和 (111,000,111,00). 
4 的 其 它 的 行 一 定 具 有 形式 (100, 110, 110, 10) 或 (110, 100, 
100,11), 55% 66 个 码 字 x, x +m, RIVA d,a, 十 x) 一 
w(x,) = 6,，d(XKi, Kj 十 XK) 一 w(K; 十 于 十 XX) 一 4 或 8。 这 
里 ,我 们 用 到 了 上 述 标准 表示 ， BG PRR LF EARS REE 
(对 任何 3 元 组 x, x), Xa), RATA d(x; + zi + X1) > 4, 
为 d(x,1 十 y) 一 11 一 d(x,y), 所 以 ,将 66 a AaB 
集合 后 ; 极 小 距离 减 为 3， 

，4.7.4. 将 $4.1 的 构造 法 应 用 于 17 级 Palay Ee, 

4.7.5.G 的 每 个 行 的 重 最 为 8 或 者 12， 并 且 任 意 两 行 是 正 交 
的 。 因 此 , G 生 成 一 个 [24,12] 自 对 偶 码 C. 由 问题 4.7.3 的 解答 ， 
我 们 知道 4 的 两 行 之 和 重 为 6, 4 的 三 行 之 和 重 为 4 或 8 ，4 的 加 
行 之 和 重量 至 少 为 4。 因为 G 的 行 重量 都 是 4 的 倍数 ， 所 以 C 的 
码 字 的 重量 也 是 4 的 倍数 。 而 且 上 述 讨 论 玫 明 ， 码 的 极 小 距离 不 
会 是 4, 即 只 能 是 8。 由 于 (24,27,8) 码 是 唯一 的 ， 我 们 因此 而 完成 
TEHE. 

4.7.6. 设 C 是 (nx, M, d) E, d 是 侦 数 . ic ERIRE 
C' 是 (n—1,M,¢—1) 码 ( 只 要 我 们 用 适当 的 方法 来 删 减 ).。 码 
5' Æ (a, M,d) 码 , 因 为 C 中 的 所 有 码 字 都 具有 偶 重 量 。 

4.7.7. 设 R,S EE 3 X 3 和 矩阵 , 记 


| 
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5 = :3M(R,S). 


A nA nA Bw 


SSR 
A,B,C,D 的 行 重量 分 别 为 5,6,8,9。 对 两 个 码 字 a, b, 我 们 有 
d(a,b) = w(a) + w(b) - 一 2《a,b), 这 里 《a,b) 在 Z 中 计算 。 由 
DRI, A 
AAT = M(41 + J,2J), BBY = M(3I + 3J,3J — 1); 
. ABT = M(5J,3J/) 一 28B7, 一 个 以 3 或 1 为 元 素 的 矩阵 , 
这 说 明 , 4 或 8 中 任意 两 行 之 间 的 距离 为 6 或 8, 而 4 的 任意 一 行 
与 B 的 任意 一 行 之 间 的 距离 为 5 或 9 用 同样 的 方法 , 由 
CAT = (4] — 21,4) — 21,4] — 21,4] — 21), 
CBT = (4],4], 4), 4J); | 
DAT = 3] + D, DBT = 3] + 2D, 
CCT = 4] +41, DD? =31 + 6J, DCT = 6], 
可 得 余下 的 距离 至 少 是 5。 〈 这 个 构造 属于 J. H. van Lint, H 
[43].) 
4.7.8. 由 定理 1.3.8, 我 们 有 47 一 一 4 及 44 一 117. 这 说 
HER 上, G 的 任意 两 行 的 内 积 为 零 , 即 G 生 成 一 个 [24,12] 目 对 
偶 码 C。 Ait, (4,1) 也 是 码 C 的 生成 矩阵 。 所以， 在 寻找 具有 


极 小 重量 的 码 字 时 ,可 以 假设 该 码 字 的 前 12 个 位 置 的 重量 至 多 占 


全 部 重量 的 一 半 , 因为 C 是 自 对 侦 的 ,所 以 每 个 码 字 的 重量 都 是 3 
的 倍数 。 G 的 每 个 行 的 重量 为 1 十 11 = 12, 两 个 行 的 线性 组 合 的 
重量 为 2 十 7 一 9 (这 可 由 447 一 117 .得 到 )。 因 此 , 三 个 行 的 线 
性 组 合 的 重量 至 少 为 3 十 (11 一 7), 因 而 至 少 为 9。 这 说 明 C 的 极 
小 重量 为 9。 

注 记 。 这 个 码 和 三 元 Golay 码 都 是 对 称 码 的 例子 , 它们 是 由 
V. Pless 引进 的 (1972)。 在 这 样 的 码 中 ， 辕 定 码 字 的 重量 常常 可 
以 导出 一 个 :- 设 计 ( 甚 至 4 一 5), 就 如 同 问题 4.7.2 那样 。 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 [111, | ° 


9 178 * 


4.7.9. 设 1, Vost Vna 是 ZC, m) 的 基 向 量 。 由 (4.5.3) 
之 (i), Gi), BAS 1 = (1.1), wo = (WoWa), -+ *s Wmi = 
(vi Vm-1)> Wn = (0,1) 是 All, m+ 1) 的 基 向 量 (长 度 为 
27"), Abt, Air 十 1, m 十 1) HÉ ws- sw, 的 一 个 基 
向 量 一 定 是 (uu) 型 的 或 者 是 (0,v) 型 的 。 Bak Air 十 
lsm) WEA, vÆ A(rom) 的 基 疝 量 。 当 w, 不 在 乘积 中 出 
现时 为 前 者 ， 否 则 为 后 者 。 如 果 d(r.m) 是 统 (r,m) 的 极 小 距 
离 , 则 由 (au 十 v)-~ 构 造 , 我 们 知道 ， 

d(r tlsm +1) = min{2d(r + 1,m),d(1,m)}, 

于 是 由 归纳 法 证 明了 定理 4.5.7 成 立 。 

4.7.10. (i) 将 向 量 x* 和 e* 一 ta, 看 作 R* 中 的 向 量 。 E 
然 , 《XX*,e*》 一 n — 2d(x,c), 我们 可 以 假定 a; 的 选择 使 (x* ,ay 
是 正 的 (1 过 i 过 »)， 向 量 x* 和 全 部 ar KERE Va. A 


此 , 由 ai 两 两 正 交 知 了 《x*,a?)? = m, FEFELE a, a,) 


S/n, 

O Gi) 现在 设 m = 2k,c€ Ram), HEM, cH FY 上 的 一 
个 线性 函数 的 真 值 表 , 因 此 ,d(x,e) Æ Fr 中 使 nr + or + +: 
十 nite 与 这 个 线性 函数 的 和 取 值 为 1 的 点 的 个 数 。 注意 到 


xixa 十 Xka + coe 十 Xap—iX 3k 十 x1 


= xfa 十 rx, 十， xpi X 2K 


其 中 元 ; 一 由 十 1 因此， 坐标 变换 序列 E= tl (EF 
中 ) 就 将 上 述 和 变 成 了 与 mm 十 … 十 ain 或 者 它 的 补 (如 果 
1 这 个 项 在 线性 函数 中 出 现 ) 等 价 的 表达 式 。 我 们 对 满足 


X1X2 +... 十 2 1Y28 一 1 


AFR eR ne BRR, n = 3ng + (24? — ngi) HIE 
得 n 一 2—2, 这 亦 可 由 考虑 向 量 (* tss eeraa) 得 
到 。 mE EIE, BPA (ra，x4… zx) 的 选择 就 有 2*“ 种 可 能 . 
因此 ,办 一 (2 一 1)2 
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4.7.11 因为 3 元 Hamming BEAM EY, MU C 是 自 对 价 
的 ;(J 一 1 的 秩 为 4, 因 而 C 是 6 4H). Ait.c RB 3 
6. DBR, GHM4TW—-t+REASHHE>+. 另 一 方面 ， 
最 后 两 行 的 一 个 线性 组 合 的 重量 为 6， 又 由 于 J 一 了 的 秩 为 4, 包 
含 这 两 种 行 的 线性 组 合 不 可 能 具有 重量 3。 
第 五 章 | Oo oai | 
5.5.1. 对 于 所 要 求 的 码 C ,我 们 通过 依次 选取 列 来 构造 一 个 适 
当 的 奇偶 校 验 矩阵 。 任何 非 零 列 都 可 以 作为 我 们 的 第 一 个 选择 . 
Bit m 列 已 经 选 好 ,我 们 选择 接 下 去 的 一 个 列 ,使 它 不 是 前 面 任意 
i 列 的 线性 组 合 ,i 委 4 一 2。 这 保证 奇偶 校 验 和 矩阵 的 任何 4 一 1 
列 都 是 线性 无 关 的 ， 即 码 的 极 小 距离 至 少 是 4。 .如 果 从 已 选择 的 
m 列 中 取 至 多 4 一 2 列 的 线性 组 合 个 数 小 于 9”* (对 每 个 ms 
2 一 1) ,那么 这 个 方法 可 以 奏效 的 。 因 此 ,一 个 充分 条 件 是 


> (Ge < q7*, 
(5.1.8) 的 不 等 式 左 端 至 少 是 上 式 左 端 的 x(9 一 1)/ (4 一 1) 倍 ， 
而 右 端 只 是 上 式 右 端的 4 倍 , 即 问题 5.1.1 是 比 一 般 情形 下 更 强 的 
结果 。 
5.5.2. 由 (5.1.3), 我 们 有 4(10, 5) = 4(11,6). 最 优 界 由 
(5.2.4) 可 得 ( 亦 可 见 问题 4.7.3 的 解 ), 我 们 得 到 一 个 (11,12,6) 码 . 
因此 4(10,5) 一 12. 

5.5.3. 在 (5.2.4) 中 ， SAREE ASIA SAA 


等 式 成 立 , MIX RMS = M’ 是 整数 才 行 。 所 以 , M= | 是 不 可 能 


AY. 
5.5.4. 由 问题 4.7.4， 我 们 有 4(17,8) > 36, M $5.2 可 得 到 
的 最 好 结果 是 利用 Plotkin 界 所 得 到 的 估计 。 我 们 有 
A(17,8) < 4A(15,8) < 64, 
应 用 定理 5.3.4 可 以 得 到 一 个 好 得 多 的 结果 : A(17; 8) S50, ik 
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者 可 以 验证 这 个 结果 。 已 知 的 最 好 的 界 是 407, 8) <37, EF 
通过 改进 (5.3.4) 的 方法 得 到 的 (参见 56])。 

5.5.5, 生成 年 阵 的 列 是 PG(4, 2) 中 的 点 EEZP X39 Vas» rs). 
我 们 知道 这 个 [31,5] 码 的 所 有 非 零 码 字 的 重量 都 是 16 (参见 问题 
3.7.10)， 由 同一 个 结果 可 得 对 应 于 x 一 x 一 0 的 坐标 位 置 产生 
一 个 长 为 7 的 子 码 ， 其 所 有 非 零 重 量 都 等 于 4; 而 对 应 于 x; 一 x 
= x; 一 0 的 坐标 位 置 产生 一 个 长 为 3 的 子 码 , 其 非 零 重量 都 等 于 
2。 如 果 我 们 去 掉 这 10 个 位 置 来 删 减 原来 的 码 , 那么 所 得 的 [21， 
5] 码 具 有 极 小 距离 4 一 16 一 4 一 2 一 10。 由 (5.2.6)， 我 们 有 
n 宇 10 十 5 十 3 十 2 十 1 二 21， 即 缩短 码 达 到 了 Griesmer 界 。 

5.5.6. 这 是 引 理 5.2.14 的 证 明 的 直接 推论 (出 现 一 对 1 的 平均 


次 数 是 (Ca) = A(n 一 2,2k, w 一 2)， 并 且 任意 一 对 


出 现 的 次 数 都 不 超过 这 个 数 )。 
5.5.7. 设 oR 2 RBI 5.24s 有 


A(n,3, 3) 一 一 n(n —1), 


因此 ,根据 定理 5.2.15 就 有 


A(n,3) < 2 jfi tnt ((*)- — 2 — wa) ( yo 


所 以 ,这 个 [n,n 一 k,3] 缩短 Hamming SERR. 
5.5.8. 若 重 为 wv 的 两 个 码 字 eye 的 距离 为 ?， 比如 说 a ch 
= 1 761 = am ON 


S ici — Tic = j — k(mod 2), 
由 此 可 得 ,每 个 码 C1(0 < 1 <n — 1) 的 极 小 距离 都 是 4。 Kh 
Siale (2) 可 知 40,40) >4--(7). 根据 引 理 
i=0 - o | | 


5.2.14, 有 A(n,4,0) < ( )/@-w+ 1) 综合 这 些 不 等 式 


° 181 ° 


即 得 结论 (这 个 思想 的 推广 山 [301.) ， 
5.5.9. 设 C 是 二 元 (n,M,2k) EM 
S: = {(e,x)|c€ C,x€ Fi,d(e, x) = w}, 


显然 ,15| 一 (”)M， 对 国定 的 x,C 中 至 多 有 A(n,2k,v) 个 码 


字 e 使 得 de,x) = w, Bik, (" )M <2*4(n, 2k, w), 


5.5.10. (i) 该 不 等 式 的 证 明 本 质 上 与 引 理 5.2.10 的 证 明 是 一 
致 的 。 如 果 一 个 常 重量 码 有 m; 个 码 字 在 第 ; 个 位 置 为 1 , 则 按 我 
们 通常 的 记 法 就 有 


2%(" )= Sy mM — m) < Mw — a (MEY, 


(ii) 设 2k/n > 8,44 n 一 wo, Vik w/n > w,” n — 00, 则 
A(n,2k,w) 当 w 一 co 时 有 界 ， 并 且 由 问题 5.5.9 得 a(S) <1 — 
H(w)。 同 时 还 必然 满足 1 — Cw/2)0 一 (w/n)) > 0。 所 以 当 


1 — (20/8)(1 — w) = 0, 即 “221 一 28 时 ， 就 可 得 


最 佳 结果 ,这 就 是 (5.2.12). 
5.5.11. 我 们 有 


AN\ n | 
K(i) = 22 — 2ni 一 (,)< 2d? — 2 nd 十 (|): 


对 0 过 i 之 4 一 d， 因 为 d4—4,—1 (KRM), HYG 
在 [ap — d] 之 外 时 A, = 0, 由 (5.3.3) 我 们 就 得 到 


("+ (2# — 2nd + (7) 34 >0 


由 此 即 得 所 要 的 不 等 式 。 
5.5.12. 考虑 由 定理 5.3.4 来 确定 4(9,4). 我 们 有 关于 AA» 
A 的 4 个 不 等 式 ， 再 加 上 一 个 明显 的 不 等 式 4<1. 经 过 相当 


元 长 的 计算 ,可 以 得 到 最 优 解 At A 十 AS 20+, 因此 ,我 们 
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需要 考虑 存在 (9,21,4) 码 的 可 能 性 。 在 引 理 5.3.3 的 证 明 中 ， 取 
com 一 1, 得 到 个 等 式 
9 9 
| 21 Di AKC) > 的 
即 
i 9 Ki(0) + > A;K,(i) > 0, 


21 
这 里 用 到 Ke(0) =à) 因为 该 码 有 21 个 码 字 ， 所 以 至 多 有 


10 对 码 字 ,其 每 对 的 距离 为 8, 即 4, < 20， 所 以 21 4 必定 满足 


21 
开始 时 解 得 的 不 等 式 ， 这 意味 着 


AtA tas ca, 
2 3 


6.11.1. 我 们 将 $6.1 和 $ 6.2 MUE. ER 上 有 
tt b= Ce? + oe +2) (2? + 2x + 2), 
因此 , x 十 x 十 2 是 一 个 负 循 环 [4:,2] 码 的 生成 元 , KG Re 
2 1 1 0 oe 

阵 为 ( " > 1 ds 由 定义 3.3.1, 这 是 一 个 [4,2] Hamming 码 . 

6.11.2. 由 于 x 十 + 十 1 是 本 原 多 项 式 , 故 可 取 之 为 [15,11] 
Hamming 码 的 生成 元 。 利 用 证 明定 理 6.4.1 的 方法 , 求 得 

ale) lt be bl) elt (et? t ct + 2°) 
+e tx + x? + x), .| 

这 是 与 三 个 分 圆 陪 集 相对 应 的 智 等 元 之 和 。 定理 6.4.4 LE 
的 方法 及 例子 提供 了 第 二 种 解法 . 

6.11.3. 考虑 $4.5 中 引进 的 矩阵 EE, 删 去 第 一 列 ， 我 们 便 得 到 
了 AG(m,2) 中 所 有 #0; 0) 的 氮 ( 写 成 列 向 量 )。 也 可 以 把 


"83， 


BERBER WIR, 它 是 一 个 由 Fie 的 本 原 元 所 生成 的 乘法 
群 。 由 4(x): 一 5z 所 定义 的 Br 到 Rn 的 映射 4 显然 是 
AG(m, 2) 到 自身 的 一 个 非 退 化 的 线性 变换 ， 并 且 作 为 AG(m， 
2)\10} 的 点 的 置换 是 27 一 1 阶 的 。 映射 4 把 平坦 上 映 到 平坦 .于 
是 由 引 理 4.5.5(i),4.5.6 以 及 定理 4.5.9 知 ， 与 4 对 应 的 坐标 位 置 
的 置换 可 导出 缩短 Reed-Muller 码 的 一 个 循环 表示 。 

6.11.4. 由 2+ 2x 十 1 ERE. me 8 是 一 个 本 原 元 ,2 十 
2z + 1 是 其 极 小 多 项 式 , 利用 域 的 运算 表 就 能 得 到 的 极 小 多 项 
式 为 (x 一 让 )(x* 一 PP)(* 一 让 ) 二 x 十 x 十 2，B' 的 极 小 多 项 
HAA 妈 十 2x 十 2。 这些 多 项 式 的 积 是 一 个 包含 P，8 P 8 为 
零点 的 多 项 式 。 因此 它 生成 所 求 的 码 。 即 该 码 的 生成 多 项 式 是 
l Hrt eteri + r + 2x’ + 2’, 码 是 17 维 的 . 

6.11.5. 首先 作 Fs ek. 经 过 替换 ， 我 们 发 现 对 i = 1,2,3,4 
有 Eld) = Ro’), 它们 分 别 是 a”, 03, 1,0 我 们 必须 由 方程 
1 二 oo5s 十 oos 一 0 和 ao 二 oo 十 oo 一 0 来 确定 oz 一 1 
十 oz 十 oz， 可 以 求 得 o =, n= a”, B 

olz) = (1 — a“z)(1 一 oz)。 
由 此 , 码 字 为 | 
(10010 11012 11001 01101 01010 11011 1), 
码 的 生成 多 项 式 是 êtal +e +r tet), BE 
g(a) = 1 tx? txt xe tx? tPF + x”, 码 字 为 
g(x)(l t r" + x”), 

6.11.6. 我 们 先 对 1 = —2,¢ = 3,0 =1,4 = 3,5—1 应 用 
定理 6.6.3, 求 得 4 之 4。 SRCHABETRC, REFA 
EBEE 为 零点 。 因 此 ,由 BCH AGC 的 极 小 距离 至 少 
为 6。 故 有 4 之 5. 

6.11.7. 考察 任意 一 个 [9 十 1,2,4] BC. 这 个 码 在 任意 两 
个 位 置 上 是 系统 的 ( 见 (3.7.2))。 这 表明 ， 重 量 计数 子 的 系数 满足 

oo (+ DAan + 4449= (9 + 1)(9 — 9). 
因为 Aqui t+ 4 一 P 一 1 所 以 ，4+ = 0;, 即 每 个 非 零 码 字 的 重 
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| 
4 


Ma TA pe me meee eee on 


BA 4. 存在 唯一 的 码 字 c= (coscrs , cq) 满足 co 一 cqpa 
1。 由 于 e 恰 有 一 个 坐标 是 0, 所 以 e 在 二 (4 十 1) 个 位 置 上 的 一 


个 循环 移 位 不 会 得 到 同一 个 码 字 。 因 此 ，C' 不 是 循环 码 。 

6.11.8. 在 了 上 我 们 有 : 

x! — ] = (x — 1) (x° — x? + x? — e 1)(# 

十 xt — 2 + x? — 1),. 

其 中 的 因子 都 是 不 可 约 的 。 因 此 ,如 在 (6.9.1) 中 那样 ,我 们 可 以 取 
gola) 一 (xz5 一 妇 十 太一 zx 一 1) 作为 三 元 [11,6] OR 码 C 的 生 
成 多 项 式 。 由 BCH 界 和 定理 6.9.2, 都 能 得 到 4 > 4, 后 一 种 情形 
限制 <(1) 关 0， 码 C+ 的 生成 多 项 式 为 (x 一 1)go(x)( 见 $6.2). 
现在 考察 按 通常 方式 加 上 奇偶 校 验 位 所 得 的 码 C. 如 果 G 是 C+ 
的 一 个 生成 矩阵， 那么 G 添 上 行 1 就 可 得 到 C 的 生成 和 矩阵， 而 C 
的 生成 矩阵 是 


lo 
1 1---1/1 : 
我 们 看 到 CRAM. 一 个 码 字 与 其 自身 的 内 积 (在 了 上 的 ) 
是 它 的 非 零 坐 标的 个 数 ， 因 此 ，€ 的 每 个 码 字 的 重量 都 是 3 的 售 
AN DY. oe 
数 ,这 表明 4 之 5， 利 用 iG ma Jeo PR, 可 知 
CREA. ) 
6.11.9. 由 (6.9.5)，4 是 奇数 。 又 由 定理 6.9.2Gi) AG), 可 
得 好 一 4 十 1>>47 (M d>8) 以 及 4= 3 (mods), 因此 ， 
4 之 11. 由 Hamming 界 ( 定 理 5.2.7) ;我们 有 
| ” /47 
Dà, )< 2c, | 
O Ap, d= 2e +1, 因为 C 是 24 维 的 ， 所 以 。< 5， 由 此 即 得 


*185° 


d = TH 
6.11.10. 在 § 6.9 的 例题 和 问题 6.11.8 中 ,我 们 已 经 有 一 个 [7， 
4] Hamming 码 和 两 个 Golay 码 作 为 完全 QR 码 的 例子 。 还 有 
另 一 个 完全 QR 码 的 例子 。 作 为 第 七 章 的 结果 的 推论 ， 对于。 > 
1, 没 有 其 它 的 完全 QR 码 。 设 C 是 Fe 上 长 为 二 的 一 个 QR 码 , 再 
设 它 是 极 小 距离 4 = 3 的 完全 码 , 则 由 (3.1.6) 有 
l+a(q—-—1)=q?™, 
因此 ， 
zp 一 1 十 9g 十 十 .十 42 

如 果 n> 5, 则 上 式 右 端 至 少 为 


5 


1 十 2 十 二 一 .4 一 27 一 7， 


Bl 2 一 7,4 一 2. 这 时 C 是 [7:,4] Hammirg W. 剩 下 的 是 讨论 
n = 3 和 7 二 5 的 情形 ,我 们 分 别 有 
l+3(¢q-lD=—¢q M1l+5q-1 =F. 
因此 ,唯一 的 解 是 n= 5, = 4, 
6.11.11. 34 8 Æ F, 的 一 个 本 原 元 , 定义 B,: = {pE Foli 三 
p (mode)} 0K r Se, Re BF 的 扩 域 中 的 一 个 # 次 本 原单 位 
根 ,定义 | 
g(s): = [ll e) 0<v<e, 
rek, 
因为 4e Ry PRLS g 的 系数 都 在 F 中 。 进 一 步 ， 这 些 多 项 式 
都 是 (no 一 1)/=。 次 的 ,而 且 
xz 一 1 一 (xz 一 1)8oCx7giCz) + egea C). 
e 次 星 剩 余 码 C 的 生成 多 项 式 是 go(x), 它 与 以 2.) 为 生成 多 项 
式 的 码 等 价 .仿照 定理 6.9.2(i) 的 证 明 可 得 2 > n, WR n = 31, 
0=3,9=2, PATE d >31,Nd>4, AERTS = 


一 1, 我 们 得 到 gla) = goa!) 一 0, Asti, MENE 6.11.6 就 有 
d>5. 进一步 ,由 Hamming 界 , 必 有 4 天 7， 事实 上 , Hamming 
界 还 保证 由 码 C 中 的 具有 奇 重 量 的 ?32 个 码 字 所 组 成 的 码 不 可 能 
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有 4 一 6. 因此 ,4 一 5。 — 

6.11.2. (a) 因为 a,r, 是 码 字 的 零点 ,所 以 ,4 之 4 是 定 
理 6.6.3 的 一 个 直接 推论 。 

(b) RBCHRd>3, 若 4 一 3, 则 存在 一 个 码 字 , CHO, 
i, 这 三 个 位 置 取 值 为 1 E= a, g= a, Wits +19, 
1+ +7? =0, TH, 

l= E+ yy = © + 9) + En’ +n’), 

RD &+73=0. FP AN 27 —1 Æ 0(mod3)， FiA a? = 1 只 
有 唯一 解 x = 1 然而 EF A a. 
”6.11.13. 考察 6.11.8 中 的 表示 。 设 < 是 Fy 的 一 个 本 原 元 , A 
中 是 11 次 本 原单 位 根 ， 即 为 m(x) Merle) 的 一 个 零点 。 因此 ， 
le, a%,---,0” (2% (Bs) 的 元 素 的 表示 是 C 的 奇偶 校 验 矩阵 
的 列 ， 用 一 1 = AR of > 5) 所 对 应 的 列 ， 经 重 排 我 们 得 到 
11a”, a”, .oa， 它 们 对 应 于 za 十 工 的 零点 。 KTS Fe 
(而 又 知 C 是 唯一 的 ), 并 且 这 个 表示 是 负 循 环 的 。 
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7.7.1. 设 C 是 这 个 码 。 因为 长 为 "十 1 一 2 ”一 1 的 Hamming 
码 是 <。 二 1 的 完全 码 , 所 以 , C 的 覆盖 半径 为 2 在 (5.2.16) 中 置 
n = 2” — 2,į| C| = erm se 一 1， 就 得 到 了 等 式 。 因 此 , C 是 负 完 
全 码 。 E | 7 | 

7.7.2. TH p(a,C) =2, u=e+e, Hh ce Cre HE 
4) 2, 于是, cle) = c(o) 一 0, 并 且 ,， ce(x) = xr + xl, HRA 
i,j, 我 们 现在 计算 有 多 少 种 方法 可 以 用 来 改变 三 个 位 置 ( 记 为 
zorni) AEREE. 因此, 我们 就 要 计算 

x, te kas ta’ tal = 0， 
人 十 让 十 下 十 十 a 一 0 

的 解 的 个 数 。 作 替换 yi = xr 十 e(&), 我 们 发 现 
y+ y+ y= 二 0， 
Htt y = s maa +a), 


?87， 


其 中 0,9, E {a', a}, 
由 第 一 个 方程 , 我 们 有 ys 一 y 十 六， 将 其 代入 第 二 个 方程 ， 
得 到 
WwW E y) =s. 
HF s x 0,5 y0, 令 7 一 3 为， 则 方程 变形 为 
yA + y) = s/y}. 
因为 (3,2) = (3,3 — 1) = 1, FRCL y 的 除 0,1 之 外 的 每 
个 值 ,方程 (在 Foe 中 ) 有 唯一 解 y >。 因此 ， 我 们 求 得 # 一 1 个 解 
{iy}， 从 而 亦 可 得 为。 显然 ,每 个 三 元 组 都 出 现 6 次 ,并 且 必 须 
aa 太一 gf 一 al 这 个 解 ,因为 它们 对 应 于 z =d, nm =a’, 
一 0 (或 者 它们 的 任何 一 个 置换 )。 因 此 ，p(uC) 一 2 意味 着 


有 AG —1)— 1 个 与 距离 为 3 的 码 字 。 用 类 似 的 万 法 可 以 


讨论 plu, C)>2 的 情形 。 | 

7.7.3. 码 C 是 长 为 15 的 Preparata 码 。 然 而 ， 我 们 无 需 利用 
这 个 事实 ， 由 (16,256,6) Nordstrom-Robinson 码 C AF, Him 
后 得 到 一 个 (15,256,6) 码 C, 这 些 参数 使 (5.2.16) 成 立 。 

7.7.4. 易 见 , 码 C 不 等 价 于 线性 码 ， 否 则 ，0€ C, cC 就 是 一 个 
线性 码 ， 因 而 C 的 任 两 个 码 字 之 和 仍 属于 C。 但 这 显然 不 成 立 . 
为 了 征明 C 是 完全 的 ,我 们 需要 考察 码 字 a= (x, x+ e, Dr; + 
(e)) M b= (yy +e, Ey 十 f(e)). Fese, xy, W 
显然 有 d(a,b) > 3. 如 果 e 关 c， 则 dala, b) 之 w(x 一 y) 十 
w(x + c—y— ce) >wlle— e) >3, AT [Cl =2"* Hd = 
3, 所 以 43.1.6) 中 的 等 号 成 立 。 即 C HSB, 

7.7.5. 设 eke. 的 两 个 零点 , 则 由 (7.5.2) 及 (7.5. 6) 可 得 

Ti 十 x 二 2 十 1 以 及 xx, = 2 
因此 ，2 = 2 zx 一 2 和 < 天 0)。 由 (3.1.6) 可 得 六 十 2 十 2 一 2 
(这 里 ,由 于 222, 有 c 23). 
wA 
(2° + 2°)(2° + ^2 —1) +2 = 2¢, 
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,但 是 左 端 有 一 项 为 2， 因此 男 一 项 不 能 被 4 整除。 所 以 ,a = 0 或 
| Ha=-1, g a=0, WA 2°02°+1)+2—2, RI b =i, 
n 一 2， 相应 的 码 是 5 = {(0,0)}, WA a = 1,0] 2 + 3- 22+ 
A= 2, A b=2, n=5, 它 对 应 着 重复 码 C 一 {(00000)， 
(11111)}. 
”7.7.6. 首先 应 用 定理 7.3.5 和 (1.2.7)， 我 们 得 到 方程 
4x? 一 4(z 十 1)z + (r +n+12)=-0, 


其 解 为 aa 一 bat eva), 


这 意味 着 对 某 个 整数 ms 有 n— 11 一 mm。 由 (7.3.6) 有 
,12 2” = |C}| - (+ n +12) 
= |C|(n + L+ m)(a +1 — m), 
故 # 十 1 十 加 一 4a- 2“+l.z1 tl—m=b- 28) KB ab = 1K 
3, 先 设 4a 一 5 一 1. 这 时 ,2 十 1] = 27 + 2? m = 2° — P(a> 
B). Ait. A 
- o Qe + 28 — 12 一 23 一 2s+8+! 一 228 | 
| 
| 一 12 = 2°(2° — 28+! 一 1) 十 28(28 — 1), 
这 显然 是 矛盾 的 ， 
Kid b= 3, FE nt l=a- 2° +3- 2° m=a -2 一 3 28, 
因此 | 
"3 = 2803 < 28 — 204 — 1) + 2°02 —- 1) +12 = 0, 
WẸ a> 2, 则 必 有 有 一 2, 因 而 ec 一 4， hFas? NER, HE 
”最 后 的 情形 a= 3 也 得 不 到 任何 结果 , 因此 我 们 证 明了 2 tl = 
24 二 3. 2,89 ”一 27. 
这 种 码 的 构造 方法 类 似 于 (7.4.2)。 由 | 
tit F rx, t rsrs, + rs, +t x =D | i 
替换 (7.4.2) 中 的 形式 ， 其 余 的 论证 都 一 样 。 我 们 求 得 了 一 个 长 
为 27 的 双重 量 码 ， 其 码 字 的 重量 为 12 或 者 16, 这 样 再 应 用 定理 
7.3.7 即 得 。 
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第 八 章 


8.8.1. 在 定理 8.3.1 中 ， 我 们 证 明了 用 8(z): 一 z 十 1 替换 
g(z) 能 得 到 同一 个 码 。 因 此 ,T(L,g) 至 少 是 4 维 的 , 并 且 其 极 小 
距离 4 之 3。 正如 在 $ 8.3 的 第 一 部 分 所 证 有明 的 ，4 可 能 会 更 大 一 
些 。 我 们 构造 奇偶 校 验 矩阵 H = (hy, hin: --hr), RBA; Be 
(1,15) 一 1 的 所 有 (ef 十 1)” 的 值 。 注意 到 五 由 所 有 最 后 一 个 
分 量 为 1 的 向 量 组 成 , 即 T(L,g) 是 扩充 [8,4,4] Hamming $. 

8.8.2. 设 a 是 C 中 的 一 个 偶 重 量 字 。 由 (6.5.2)， 相 应 的 
Mattson-Solomon ZMA A(X) 能 被 X BR. 根据 定理 8.6.1， 
g(X) 能 整除 X?" io4(X)， 即 XTACX). 由 于 C 是 循环 码 ， 由 
(6.5.2) 知 g(a X) 亦 能 整除 XA), WF O0<i<n— i. 如 
果 g(X) 在 驴 的 任何 扩 域 中 有 异 于 0 BA, A XA) 有 
n 一 1 个 互 异 根 ， 这 与 degX A(X) 一 2 一 1 FA. 因此， 有 z 
使 gl) = sz’, 从 而 C 是 BCH 码 ( 参 见 (8.2. 6)). 

8.8.3. 这 恰好 就 是 $ 8.3 第 一 部 分 所 证 明 的 。 对 任 一 个 码 字 


(bos brs 5)， 我 们 有 . > 2 一 0，0 委 < 委 4 一 2， 这 里 ， 
Ti =a! (a 是 一 个 本 原 元 )。 因此 , 极 小 距离 
>(d — 1) + (d —2) +2 =d, + dh — l. 

8.8.4. 用 G(X) 表示 G(X) 在 环 (T, +, °) 中 的 逆 元 。 
GBCH 码 的 定义 可 以 叙述 为 

P(X) + (@a)(X) = Q(X)G(X) + R(X)(X" — 1), 
其 中 O(X) 的 次 数 二 ane 这 等 价 于 

(G(X )oP(X)) -+ (Ba)(X) = OCX) + R*(X)(X"” — 1), 
对 某 个 适当 的 R*(X)。 如 果 取 偶 (PCX),X'), KB 

P(X) = X'oG'(X)oP(X), . 

我 们 可 以 得 到 同样 的 条 件 , 包括 要 求 degQ(X) <2 —+, 


8.8.5. 在 (6.6.1) 中 取 l = 5,8 = 2, RHA C 是 BCH 码 ,其 极 
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PEPER A cae: or A RE A ede ag apt eae re ea cai Ret abet: 


小 距离 4 2, A etl! tr +1) avr+iec, FY 
4 一 2， 若 在 (8.2.4) 中 取 g(x) KAS 1, Wh EE 8.2.7, Goppa 
码 T(L,g) 的 极 小 距离 至 少 为 3. 如果 g(x) 是 1 次 的 ， 则 由 定理 
8.3.1 能 得 到 同样 的 结论 。 所 以 C 不 是 Goppa 码 . 


第 九 章 


9.4.1. Ca 的 码 字 具有 形式 (a(x), a(xalx)), XB alr) 和 
a(x) 都 是 模 tt etl 的 多 项 式 为 了 使 2 >3， 我 们 必须 排 
除 这 样 的 g(x): 当 alr) 一 x 有 时，a(x)a(x) = xi + xt, ARE 
将 这 些 g(x) RHE. oC tar alt tart 十 2) = 
r(x +1), 50 Fe 中 的 每 个 元 都 可 唯一 地 表 成 Ute), H 
中 
1 € {0,41,42,+3,+4}, J€ {0,41,42,+4}. 

FE, d>2 就 排除 了 9 个 a(x), d>3 就 排除 了 余下 的 54 个 
a(x), 这 表明 对 于 较 小 的 x， 所 给 的 构造 方法 并 不 怎么 好 。 由 
(3.7:14), 存 在 一 个 扩充 的 (12,7] 字 典 序 最 小 码 ， 其 极 小 距离 d = 
4 在 (4.7.3) 中 ,我 们 看 到 存在 ”一 12, 2 一 4 的 非 线性 码 ， ES 
有 更 多 的 码 字 。 

9.4.2. 设 ae) 是 重 为 3 的 多 项 式 ,; 则 (a(x),a(x)a(x)) 的 丙 
部 分 的 重量 具有 相同 的 奇偶 性 。 所 以 ， 仅 当 有 一 种 选择 a) = 
x t xi 使 alx)alx) = 0 (modx' 一 1) 了 时， 才 可 能 4 <4. HR 
种 情形 只 在 a(x) 是 周期 的 , 即 为 1 十 x 十 * 或 x 十 x 十 x 时 
FBR, 对 所 有 其 它 选 择 ， 部 有 ?一 


9.4.3.3 


<= (le N). 又 设 ， 是 


使 m/[G + 1l)m—s])>R 的 最 小 整数 ， 按 下 述 方法 构造 一 个 
码 C :选取 一 个 无 组 lama) E (Fim) 再 对 所 有 的 ae FP 
构造 (a, ma, =, ara)， 最 后 去 掉 后 面 的 :个 符号 。 从 而 字 长 
noe (1 +1)m—s, 

一 个 非 零 字 ce C 对 应 着 2: 个 可 能 的 上 元 组 Con, +++, on). 
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L- ME me ri a y AAA rim i t i oo 


为 了 保证 极 小 上 距离 之 1n, BS BH 2: >(" Mas Leesan) 的 


i<in “1 


值 ， 如 果 还 能 选择 到 Casen) R 
7: >(*) < 2m, 


i<hn 
则 条 件 得 到 满足 。 由 定理 1.4.5, RIJE 
s+ nH(14) < ml, 
即 | 


Ha) < PTS =1 M1 —R+ (1), (m — œ), 
n | n | 


第 十 章 7 

10.5.1. 考察 序列 rarr’, -ee AERIS ATS TIC A rs, 
比如 说 r” — r” = 0(mod4 ) (n > m). 

10.5.2. 设 m = r" — 1 = AB, Eh A> rr HRM Nik 
r 生成 覆 的 一 个 子 群 日 , H |H| =n, 则 {tele =1,2, 
? 一 1} 是 它 的 一 个 完全 的 陪 集 代表 系 。 考 碟 基 为 +, 长 为 ? ,的 和 
环 AN EC, 显然 ,区 闻 [1,m] 中 的 每 个 整数 都 恰 与 C 的 一 个 码 
ARF 0 R1 AE, C 是 完全 码 ，( 因 为 walad) = 3, K 
必 有 A>?) 当 + 一 3 时 ,一 个 平凡 的 例子 就 是 循环 码 {13， 
26}, 这 里 ,我 们 取 m= 3 — 1,4 = 13, 

FS 的 由 3 生成 的 子 群 指 标 为 4, 陪 集 代表 元 为 土 ] 和 土 2。 


10.5.3. 我 们 有 455 = Sp, 3 ,其 中 (hosbis . +, bs) 一 (2, l, 


ft 二 0 


2,1,2,1). 根据 (10.2.3) 中 描述 的 算法 ,以 一 1;2 代替 初始 值 2， 1. 
用 这 种 方法 ,我 们 得 到 下 述 的 表示 序列 : 
(2,1,251,2,1)—>(—1,2,2,1,2,1)—>(—1,—1,0,2,1,1) 
—>(—1,—1,0,—1,0,2) 
->(0,—1,0,—1,0,—1), 
因此 ,在 CNAF 中 的 表示 是 
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455 三 一 273 一 一 3 一 3 一 35 

10.5.4. 我 们 验证 定理 10.3.2 的 条 件 。 在 桐 中 ,元 素 3 生成 子 
群 41,3,9,5,4}, 分 别 乘 以 一 1 就 得 到 其 余 的 5 个 元 素 。7r” == 
243 一 1 十 11.22， 所 以 , 4 二 22, 其 3 元 表示 为 4 二 1 十 1.3 
十 2-3.. 22 的 CNAF 是 1 一 2-3 十 0-32 十 1.33 十 0. 
3*(mod242), B&A 10 个 码 字 ， 它 们 分 别 是 (1, 一 2,0,1,0) 和 
(—1,2,0,—1,0) 的 循环 移 位 ， 每 个 字 的 重量 都 是 3, 
第 十 一 章 

11.7.1. 利用 $.11.1 的 符号 ,我 们 有 

GCCx) 一 (1 十 (xz)) + el + x7) = lteter tt x, 
信息 流 11111.… :给 出 了 Le) 一 (1 ++)". AMA 

Tw) = (1 + AGE =l rH x, 

即 接收 流 为 1110000- 

最 初 三 个 位 置 发 生 错误 时 ， 使 接收 流 成 为 全 0 流 ， 从 而 导致 无 
穷 多 个 译 码 错误 . 

11.7.2. 在 定理 11.4.2 中 我 们 证 明了 怎样 才能 出 现 sce Bh HE. 
设 h= +x ti, g(x)h(x) 一 x5 一 1 我 们 知道 g(x) 生成 一 
个 极 小 距离 为 8 的 不 可 约 循环 码 。 考虑 信息 序列 110010000.……， 
Rl 10(%) = h(x), Wa 

T (x) = h(g lr) = (2% — 1)h(x), 
其 重量 为 6, 由 定理 114.2, 这 就 是 自由 距离 。 在 该 例 中 ，g(%) 一 
Ma ty? + Ste tertrtl, 因此 GoGx) 一 1 十 xx 十 
G(s) = lte te tet, SSL 8. 
而 7 一 11001000.….， 
输出 为 
T = 11001 00000 00000 11001 0000-+«, 

11.7.3. 郑 虑 任 一 非 零 输 出 序列 。 显 然 , 初始 的 7 元 组 是 由 m 
生成 的 笨 环 码 中 的 一 个 非 零 码 字 ， 故 其 重量 之 3。 类 似 地 ,输出 中 
最 后 一 个 非 零 7 TCA mom 生成 的 循环 码 的 码 字 ， TIES» 疏 
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a ee a peaa Ree = = 


Ts 


8 | 
HB S4, Bike = 0 时 的 输入 为 4 元 组 (1100), 而 连 下 去 都 是 
0, 则 输出 是 (1100) G, Bl (mm, + moms). + (mim) x. FH (11.5.6) 
中 G 的 前 两 行 ， 我 们 看 到 这 个 输出 序列 是 0001011， 之 后 紧 接 着 
1001011, 然后 全 是 雪 。 故 目 由 距离 是 7。 
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